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Vorwort zur ersten Auflage. 



Hiemit übergebe ich dem mathematischen Pablikom das bereits 
im Vorwort zu meiner „ebenen Polygonometrie" angeführte Handbach 
der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das mit jener einen yoU- 
ständigen Eursns dieser Zweige der mathematischen Wissenschaften 
abzuschliessen bestimmt ist. Allerdings sind beide Schriften auch 
dazu bestimmt« meinen Vorträgen an der hiesigen polytechnischen 
Schale za Grande gelegt za werden; sie haben aber überdies den 
ZVeck, dem weitere Belehrang und Uebung suchenden Anfanger 
und auch schon Vorgeschrittenen Stoff dazu darzubieten. Ich habe 
aus diesem Grunde, besonders in dem vorliegenden Bache , den 
Gegenstand möglichst erschöpfend behandelt, eine Menge Anwen- 
dungen gemacht und fast überall aasgerechnete Zablenbeispiele bei- 
gefügt, so wie andere solcher Beispiele zur Uebung vorgelegt. Ich 
glaube daher, dass ein angehender Mathematiker, der das vor- 
liegende Handbuch gehörig durcharbeitet, sowohl in der trigono- 
metrischen Rechnungsweise, als auch im Ansetzen und Auflösen 
von Aufgaben grosse Fertigkeit erlangen wird. Ueber den Inhalt 
wird die ausführliche Inhaltsübersicht Auskunft ertheilen, wozu ich 
nur noch bemerke, dass die mit einem Sternchen bezeichneten §§. 
bei einem erstmaligen Durchgehen , ohne wesentliche Beeinträch- 
tigung des Studiums 9 auch übergangen werden können, so wie unter 
den Aufgaben eine beliebige Auswahl getroffen werden kann. 

Es war früher und ist jetzt noch häufig Sitte, die trigonometri- 
schen Funktionen, nicht wie es hier geschehen als abstrakte Zahlen 
aufzufassen, sondern man stellte sie als Linien dar und nannte sie 
desshälb auch trigonometrische Linien. Ich habe dies in §. 6 an- 
gedeutet Würde man dort den Halbmesser r willkürlich lassen, 
so wäre — nach der alten Erklärung —• BE der „Sinus von BGA für 
den Halbmesser r" gewesen. Eine derartige Erklärung aber 
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verwickelt ganz nnnöthig in Weitläofigkeiten, die in der einfachsten 
Weise von der Welt' vermieden werden , wenn man die im Bacbe 
gebrauchte und angewandte Erklärung, die auch in den meisten 
neuem Schriften vorkömmt, annimmt. TVeiKch wird, selbst in den 
neuesten Werken, eine Vermischung beider Erklärungsweisen an- 
gewandt, die nur zur Verwirrung fuhren kann; ich habe die einmal 
gewählte Erklärung entschieden beibehalten , und der Leser wird 
wohl nie in Versuchung kommen, sich etwas Anderes unter sinAr 
u. s. w. denken zu müssen , als anfänglich gesagt wurde. — Dass 
ich mich aber ganz entschieden für diese Art der Definition der 
trigonometrischen Funktionen ausgesprochen, hat einen doppelten 
Grund. Zunächst nämlich wird durch die Betrachtung derselben 
als Linien die Homogeneität der algebraischen Ausdrücke ge- 
stört, oder tritt wenigstens nicht klar genug hervor. Wenn (Fig. 1) 
BG = AC^nA, so kann, da BG, AC Linien sind, sinA nur eine 
abstrakte Zahl se^ , da sonst nicht beide Seiten von gleicher Di- 
mension wären. Freilich wird man in diesem Falle entgegnen, dass 
sin A eigentlich durch 1 dividirt sey, so dass man habe l.BC 
= AC.«/nA. Aber wozu dieser Umweg? — Zweitens verlangt die 
Analysis ganz entschieden, dass die trigonometrischen Funktionen 
abstrakte Zahlen seyen. Wenn man aber nun von vorn herein an- 
gefangen hat, sie als Linien zu betrachten, so kömmt dadurch Ver- 
wirrung in die Begriffe , während nach unserer Erklärung es ganz 
klar ist, dass jede zwischen — 1 und + 1 liegende Zahl durch 
sinA dargestellt werden kann u. s. w. (§. 17). Ohnehin würde es 
in den Anwendungen , z. B. auf Mechanik , ganz sonderbar klingen, 
wenn man trigonometrische „Linien" einführt. Wenn es dort etwa 
heisst, der Reibungskoeffizient ist gleich der Tangente des Reibungs- 
winkels, so hätte die alte Betrachtungsweise gan? umständliche Er- 
klärungen und Verdeutlichungen nöthig, um in ihrem Sinne, dies 
klar zu machen, während nach unserer Weise die Sache höchst ein- 
fach ist. — Wenn man meint, die trigonometrischen Funktionen 
mit der Ereislehre in Verbindung bringen zu müssen, so ist dies 
sicherlich eine Täuschung, und wenn auch die Analysis dies schein- 
bar thut, so rührt es nur daher, dass sie die Winkel durch die 
Längen von Kreisbögen misst, die man mit einem Halbmesser = 1 
zwischen ihren Seiten beschreibt, 
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Die üntersachDDg über die Y o r z e i c h e n der trigonometrischen 
Funktionen f&r die verschiedenen Winkel, wie sie in §.10 gegeben 
worde^ ist natürlich von grösster Wichtigkeit für die ganze Theorie, 
da erst diese Untersuchnng das Wesen der hier zu behandelnden 
Funktionen näher erforscht. So wie sie im Buche geführt ist, er* 
schien sie mir als die sich am unmittelbarsten darbietende, und sie 
ist wohl auch überzeugend genug , besonders wenn man beachtet, 
dass in allem Folgenden die hier gefundenen Resultate als noth- 
wendig erscheinen. Man hat allerdings auch andere Wege einge- 
schlagen , um dasselbe Ziel zu erreichen , von denen ich nur zwei 
berühren ^ill. Der eine stützt sich auf die Grundanschauungen der 
analytischen Geometrie , und ich habe ihn in der Anmerkung zu 
§. 5 meiner „ebenen Polygonometrie" angedeutet. Er ist unzweifel- 
haft sehr anschaulich und wird die hier eintretenden Verhältnisse 
sehr klar machen, nur schien er mir nicht hieher zu gehören, ohne 
dass ich desshalb meine, er dürfe nicht betreten werden. Der zweite 
ist der , dass man die Formeln der ebenen Trigonometrie (§. 27) 
entwickelt, und zeigt, dass wenn sie alle Fälle umfassen sollen, der 
Cosinus eines zwischen 90® und 180® liegenden Winkels nothwendig 
negativ seyn müsse. Dieser zweite Weg ist aber schon desshalb 
nicht anzurathen, weil er nicht über 180® hinausführt. 

Ein wissenschaftlich-analytischer Weg ergäbe sich, wenn man 
die Gleichung 

Mn(a-}- b) = «na(?ö«b 4- (?ö«a«wb, » (1) 
die für a + b < 90® in §. 9 bewiesen ist, geradezu als allgemein 
giltig voraussetzen würde, und annähme, dass 

Mn 0® = 0, ein (90® — a) = (?ö5 a (2) 

ist, von welchen Gleichungen die letztere zur Erklärung der Grösse 
cos a dienen kann, und die man ebenfalls als für alle a giltig voraus- 
setzen wird. 

Zunächst folgt nun aus (2) für a = 90®: 

cö«90® = «mO® = 0; (3) 

femer aus (1) für a = 0® nach (2) : 

sinJa =:sin0^co8h •+■ cosO^einh = CMO®«/nb, 
woraus, da nicht sin b = , folgt: 

<?ö50® = l, «n90® = (?(?«0® = l. (4) j 

Für a = 90® folgt nun aus (1) : 
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sin (90 ° + b) == sin 90 ^cosh-h cos 90* sin b '= eos b (5) 
* und wenn man hier — b für b setzt: 

€os(-h)=: sin (90 ^ - b) = cos b. (6) 

Setzt man in (1) b= — a, so ist unter Beachtung von' (6) und (2): 

O=*ma<?ö«a-l-co«a«m(— -a), sin( — a) = — sinsL, (7) 
Setzt man ferner in (1) 90*^— a für a, —b für b, und beachtet (2), 
(6), so hat man: 

.«m(90"— a--b) = «m(90®--a)(?ö«(--b)-k<?o«(90*^---a)5m(~-b), 

cos (a -4- b) = cos acosh — sin a sinh. (8) 

Setzt man hier b = — a und beachtet (4), (6), (7), so ist 

1 = co«'a -l-«/n'a. (9)^ 

Für a = 90" folgt aus (1) und (8), mit Beachtung von (3), (4): 
*m(90" + b)-öo«b, co5(90" + b) := - «mb, (10) 
woraus für b = 90": 

«ml80° = 0, cos ]80''=:2 -1. (11) 

Setzt man in (1) und (8) weiter a = 180": 

sin (180" + b) = — sin b , cos (180" + b) = — cosh, 

woraus sin 270" -^ - 1 , cos 270" = 0, 

Dann aus (1) und (8) : 

sin (270" + b) = — <?o« b, cos (270" -h b) = /»nb , 

^n360"=:0, (?ö5 360" = l. 

Setzt man in (1) und (8) — b für b, so folgt nach (6) und (7): 

sin (a — b) = sin a cos b — cos a sinh, (12) 

cos{si — b) ~ cosdLCOsh -+• sina,sinh^ 
woraus 

(7o«(90"-b) = M«b, 

«m(180"-b) = sinh, cos (180'' — b) = - cosh, 

«m(270"-~b) = - cosh, cos (270" - b) = - «n b , 

«n(360"-b) = — sinh, coä(360" — b) = cosh. 

Allgemein dann aus (L), (8): 

sin (360 " + b) = sin b , cos (36Ö " + b) = cos b. 

Dass damit die ganze Theorie der trigonometrischen Funktionen 

gegeben ist, versteht sich von selbst. Doch ist dieser Gang für 

den Anfänger nicht geeignet. 

Wenn ich überhaupt nur vier trfgonometrische Funktionen 

aufgenommen habe, so rührt dies daher, dass dieselben genügen 

und die Tafeln deren auch nicht mehr enthalten. 
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per io §. 19, S.45 aogeföbrte Satz ans der Theorie der Loga^ 
lithmeD findet seme strenge Begründang wohl erst Inder Differential* 
reclmnng. Man weist dort nach, dass immer 

wo e = 2*7182818, und a zwischen und I ist. Is nun x klein 
genug, dass man . r-^, was jedenfalls kleiner als ^x' ist, 

Ä ^ 1 + CC X) 

vernachlässigeji kann, so ist (nahezu): 

loff(l -f-x) = x2o^e, 

also wenn man x = — , und r 4- m = p , also 1 H = — setzt : 

r '^ r r 

lofff — lofft = loffe; 

eben so 

loffq — loffr = - loffe^ 

wenn man voraussetzt, dass man f ( ) » t( ) vernach- 
lässigen könne. Daraus folgt: 

%p--%r _ p--r 
%q — %r""q — r' 

Die sonst wohl gebränchiiche Ableitung der anendlichen Reihen 
für sinA und eosA habe ich nicht gegeben, da sie ganz offenbar in 
die Analysis gehört. An deren Stelle ist §. 20 getreten. 

Die in §.27 gegebenen Gleichungen sind als Hauptgleichun- 
gen bezeichnet, womit jedoch nicht gesagt seyn soll, dass man ge- 
radezu von ihnen aasgehen müsse. In dem Zasatz zu §. 28 wird 
ohnehin gezeigt, dass man auch von andern Grundgleichangen aus- 
gehen könne. Dieselben müssen aber immer der Anzahl nach 
drei seyn. 

Es mag bei dieser Gelegenheit gestattet seyn, auf §. 8 meiner 
„ebenen Polygonometrie^ zurückzukommen. Ich habe dort zuerst 
die Gleichungen (1) gefanden als Ausdruck dafür, dass der 
(n +.1)^ Punkt mit dem ersten zusammenfallt Diese genügen 
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vollständig. Denn sie sind ein allgemeines Schema fär ein ganzes 
System von Gleichnngen , das in §. 30 näher betrachtet ist. Dort 
* aber wird gezeigt, dass diese sämmtlichen Gleichungen ans den 
Gleicliangen (I) und (IV*) des §. 8 folgen, so dass diese drei 
Gleichungen die einzigen nothwendigen Grnndgleichun- 
gcn der ebenen Polygonometrie sind. 

Die im vierten Abschnitt aufgelösten trigonometrischen Glei- 
chungen, namentlich wie sie §.40 aufstellt, werden sehr zweckmässig 
. auch als Beispiele für die Auflösung transzendenter Gleichungen 
überhaupt verwendet werden können, und ich habe sie wesentlich 
von diesem Standpunkte aus behapdelt. 

Die Aufgaben des fünften Abschnitts bedürfen wohl einer wei- 
fern Erläuterung nicht; sie haben vorzugsweise den Zweck, in der 
Anwendung der Grundfotmeln Uebung zu erreichen, während die 
^ des sechsten Abschnitts auch von praktischem Werthe seyn sollen. 
Ich habe dort wohl die meisten Aufgaben gelöst,' die in der Praxis 
von Wichtigkeit sind, und die Auflösung so gegeben, dass sie leicht 
angewendet werden können. In dieser Zusammenstellung glaube 
ich werden solche Aufgaben nicht häufig gelöst seyn. 

Die Formel für die Depression des Meereshorizonts, wie 
sie in S. 47, S. 160 angegeben worden , wird meist falsch abgeleitet 
und gefunden; «die im Buche angegebene Ableitung dürfte wohl 
keinem Einwand ausgesetzt seyn. Eine Anwendung derselben habe 
ich nicht gemacht, um nicht zu vielerlei Fremdes beibringen zu 
müssen; man benützt sie bekanntlich bei Höhenbeobachtungen der 
Gestirne auf dem Meere mittelst des Spiegelsextanten. 

Der siebente Abschnitt •— über den Einfluss fehlerhafter Daten 
auf die durch Rechnung hieraus erhaltenen Grössen — erscheint 
(meines Wissens) hier zum ersten Male in einem Lehrbnche. Ich 
glaubte bei seiner Wichtigkeit nicht davon Umgang nehmen zu dürfen, 
da erst vermöge der hier geführten Untersuchungen der Praktiker 
einen Maasstab erhält, nach dem er die Zuverlässigkeit seiner Re- 
sultate beurtheilen kann. Sind die Grundgedanken dabei auch 
bekannt gewesen, so habe ich doch fast die ganze Ausfährung - 
zum ersten Male zu bearbeiten gehabt, und ich glaube, die in §. 52 
. behandelten Fälle diürften zugleich als üebung in der trigonometri- 
schen Rechnung zu empfehlen seyn. Es wird Denjenigen , die mit 
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den Elementen der Differentialrechnong vertraut sind» nicht entgehen, 
daes die in der Note auf S. 184 angegebene Regel ganz nnmittel* 
bar die für die Differenzirong eines Produkts ist, wie denn Überhaupt 
die Bildung der Grundformeln nach den Regeln der Differential- 
rechnung geschehen kann. Ich habe dies begreiflich nicht gethan, 
und glaube, dass das, was gesagt ist, auch so, wie es gesagt ist, 
verständlich seyn wird. 

Was endlich den achten Abschnitt -~ über Interpolation — 
anbelangt, so mag er als ein Anhang angesehen werden, der eben 
so gut hätte wegbleiben dürfen. Doch dürfte er manchem Leser 
erwünscht seyn, und ich habe ihn desshalb eingeschaltet. 

In der sphärischen Trigonometrie habe ich vorzugsweise die 
analytische Ableitung vorwalten lassen , da ich sie für die einzig 
wissenschaftliche erachte, indem nur sie ganz klar hervortreten 
lässt, wie aus den drei Grnndformeln alles üebrige folgt — und 
folgen muss. Doch habe ich zuweilen auch der geometrischen Ab- 
leitung gedacht, ohne mich aber in das Labyrinth von Figuren eip- 
znlassen, das gar zu viele Lehrbücher der sphärischen Trigonometrie 
enthalten. Dass ich das rechtwinklige Dreieck immer als mit unter 
den allgemeinen Sätzen begriffen angesehen habe , verlangt schon 
der Standpunkt, auf dem der Leser jetzt steht; zum üeberfluss habe 
ich jedoch in §.11 die dasselbe betreffenden Forme(n zusammenge- 
stellt. Die so genannten zweideutigen Fälle (§§^16, 17) glaube 
ich erschöpfend behandelt zu haben, ^as — gelegentlich gesagt — 
in der Regel nicht geschehen ist. . ^ 

Dass ich bei dem so wichtigen Legendreschen Satze (§. 23) 
in den Entwicklungen weiter gegangen bin, als dies gewöhnlich ge- 
schieh^ geschah wegen des Resultats, das in der Formel (21) auf 
S.265 ausgesprochen ist, das ohne diese Entwicklung natürlich 
nicht erhalten worden wäre. Demselben ist das auf S. 272 in 
Formel (23X für die Berechnung eines sphärischen Trapezes ge- 
fundene an die Seite zu stellen. 

Als Aufgaben habe ich, ausser einigen rein geometrischen, vor- 
zugsweise solche aus der Astronomie und der Geodäsie gewählt. 
Wenn in §. 27 die Konstruktion einer Horizontalsonnenuhr mit 
grosser Ausführlichkeit behandelt wurde, so rührt dies daher, dass 
bei Gelegenheit dieser Aufgabe eine Menge für das Folgende 
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wichtiger Begriffe erläutert werden konnte, abgesehen davon , dass 
die Aufgabe als solche nicht ohne Interesse ist. Dasselbe gilt wohl 
auch von den Aufgaben des §. 28. 

In §. 29 wurden die wichtigsten Methoden abgegeben , nach 
denen auf astronomischem Wege die geographische Breite eines 
Ortes auf der Erdoberfläche bestimmt werden kann. Es bieten die 
hier behandelten Aufgaben zugleich reichlichen Stoff zur Uebung im 
Auflösen trigonometrischer Gleichungen, mit welchen üebungen zu- 
gleich der Yortheil verbunden istj dass der Leser sieht, wo die zu 
lösenden Aufgaben ihre Anwendung finden. 

Als Anwendung auf die höhere Geodäsie habe ich die Berech- 
nung der Polar- und rechtwinkligen Koordination der Eckpunkte 
eines Dreiecksnetzes gewählt, die erstere im Wesentlichen nach 
Bessel, die letztere nach Schleiermacher, jedoch mit Weg- 
lassung gewisser durch keine Theorie zu rechtfertigendelr Künsteleien. 

Der siebente Abschnitt CAdlich ist der dem siebenten der ersten 
Abtheilung entsprechende , und musste natürlich seinen Platz hier 
erhalten , wenn sein Vorgänger bereits vorhanden war. Die An- 
wendungen dürften nicht ohne Interesse seyn. Ich erinnere in 
dieser Beziehung nur an die Worte von Gauss (monatL Korresp. 
18. Theil, S. 286) : „Bei allen Methoden, die man dem praktischen 
Astronomen zu seinem Gebrauche vorschlägt, ist es eine unerlüss- 
liche Pflicht, dass man den Einfluss der unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehler auf die Besultate würdige, damit man sich überzeugen 
kanif, ob sie überhaupt,^ und unter welchen Umständen sie mit 
Sicherheit anwendbar sind. Der Vernachlässigung dieser Pflicht 
hat man die vielen unreifen Einfalle zuzuschreiben, über deren Un- 
werth die praktischen Astronomen klagen.^' 

In Bezug auf die Literatur des hier behandelten Zweiges der 
Mathematik bin ich mit Zitaten sehr sparsam gewesen, da ich die- 
selben als nicht wesentlich zum Buche gehörig angesehen habe. 
Ohnehin mag es eine schwierige Sache seyn , für jeden Satz den 
Mann zu finden, der ihn zuerst aufgestellt hat, und ich habe mich 
damit nicht befassen können , ohne dass ich in Abrede stellen will, 
dass. das Mithereinziehen des Historischen von grossem- Interesse 
ist. Aber um in dieser Beziehung nicht Falsches zu sagen, habe 
ich vorgezogen , meist ganz zu schweigen. 



Vorwort zar zweiten Auflage. 



Gegen&ber der an Ostern 1855 ausgegebenen ersten Auflage 
ist diese zweite nicht wesentlich geändert. Ich habe darin aller- 
ding einzelne Verbesserungen vorgenommen , hin und wieder auch 
Einiges zugesetzt oder weggelassen, ohne aber die Eintheilupg und 
Anordnung anzutasten , da dieselbe mir zweckmässig erscheint. 

Man hat die in §.12 angewandte Beweisform zu lang gefunden. 
Daranf mnss ich bemerken, dass das Buch nicht fiir Mathematiker, 
sondern für Anfänger in der Trigonometrie geschrieben ist, wenn 
gleich dessen weitere Anlage auch Demjenigen genügen mag , der 
mehr als Anfanger ist Wer aber Trigonoinetrie zum ersten Male 
studirt, hat Algebra und Geometrie bereits getrieben — weiter 
Nichts; für Solche ist ein Alles umfassender einziger Beweis nicht 
verständlich, da derartige Beweise viel zu rasche Schlüsse ver- 
langen, als dass ein Anfanger ihre ganze Tragweite beurtheilen kann. 
Die von mir gewählte Beweisart liegt iä der Art, wie wir stufen- 
weise zurErkenntniss der Allgemein'giltigkeit von (mathematischen) 
Sätzen gelangen, und ist so durchsichtig klar, dass ich sie fßr die 
hier allein zulässige ansehe. — Die grosse Länge thut hier der 
Sache keinen Abtrag. Einerseits sieht ein' Fall dem andern gleich, 
und dann geschieht dies Alles nur einmal; von da an sind die 
Resultate allgemein giltig. 

Dass ich die Eintheilnng des Winkels in Grade, Minuten, 
Sekunden beibehalten, bedarf wohl keiner Rechtfertigung. Sind ja 
die Winkelmessinstrumente auch so getheilt! — Die analytische 
Bestimmungsweise wird zur rechten Zeit schon gehörig erklärt 
werden können, und ich halte es für verkehrt, wegen der analyti- 
schen Zwecke das Maass der Winkel durch Kreisbögen vom Halb- 
messer 1 in die Trigonometrie einzuführen. 

Natürlich hätte man in den siebenten Abschnitten beider Ab- 
theiiungen die Regeln der Differentialrechnung kurzweg anwenden 
können. (Man vergleiche darüber meine „Differential- und Inte- 
gralrechnung", 2. Auflage, §. 70.) 



Vorwort zur dritten Auflage. 



Die zweite Auflage dieses Baches» welche 1861 ausgegeben 
wurde, ist nicht wesentlich geändert worden. An einzelnen Stellen 
halbe ich weggenommen oder hinzugethan, wie es mir für die 
Brauchbarkeit des Werkes zweckmässig schien, ohne dass dadurch 
der Grundplan beeinträchtigt worden wäre. Nur die erste Abtheilung 
hat in so ferne eine wesentliche Abänderung erlitten, als in 
§§. 34—37 die Grundformeln der ebenen Polygonometrie in einer, 
wie ich glaube, sehr eipfachen Weise abgeleitet wurden. Nament- 
lich hat sich die Formel des §. 37 in überraschend leichter Weise 
ergeben. Die Anwendung und weitere Ausführung dieser Formeln 
wurde hier nicht gegeben; sie gehört der „ebenen Polygono- 
metrie^^ an. 

Wir haben nun noch zu §. 5 der zweiten Abtheiltmg einige 
Bemerkungen hinzuzufügen hinsichtlich der allgemeinen Giltigkeit 
der Formeln in §.6— "9. Da in diesen §§. sehr häufig die Quadrat-i 
Wurzel ausgezogen wurde, diese aber im allgemeinen Falle nicht 
kurzweg als positiv angesehen werden darf, so müsste jeweils eine 
Untersuchung der Doppelzeichen statt finden. 

Man findet nun aber, dass wenn man in d.en drei ersten Fällen 
des §.5, IV— VI in so weit anders verfährt, als man im Falle V 
statt des Winkels A den Winkel 360® — Ain das sphärische Dreieck 
rechuetrund im Falle VI statt A, B, C: 360® — A, 360®— B, 
360 ® — C , unbedingt gelten : 

die Formeln (1) des §. 4; 
n « (3) „ §.6; 

« (4), (5), (6) (7) des §.7; 
dagegen in den Formeln (2) des §.6, (8) des §.8, (9) und (10) 
des §. 9 die zweiten Seiten mit Doppelzeichen zu versehen sind. 

£s ist also jedenfalls besser, die Einschränkung beizubehalten, 
nach der Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks 180® nicht 
übersteigen. 
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Ebene Trigonometrie. 
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Erster Abscimitt. 
Gxondsfttse der Gknuometrie. 

§.1. 

Die Geometrie lehrt, dass ein ebenes Dreieck völlig bestimmt 
ist, d. h. nnzweidentig gezeichnet werden kann, wenn von demselben 
gegeben sind: eine Seite nnd zwei Winkel, zwei Seiten nnd>dervon 
diesen gebildete Winkel, oder endlich die drei Seiten; sie lehrt 
ferner, dass wenn zwei Seiten nnd ein Winkel gegeben sind, der 
einer dieser Seiten entgegen steht, das Dreieck wohl in manchen 
Fällen unzweifelhaft gezeichnet werden könne, dass man aber auch 
zaweilen mit denselben gegebenen Stücken zwei von einander ver- 
schiedene Dreiecke erhalten könne. In all den betrachteten Fällen 
nnn mnss es, eben weil das Dreieck verzeichnet werden kann, eine 
Jlleihode geben, vermöge welcher man im Stande ist, ans den ihrem 
Haasse nach gegebenen nothwendigen Stücken des Dreiecks die 
übrigen, gleichfalls ihrem Maasse nach, zn berechnen, ohne dabei 
irgend welche Figur zn zeichnen, oder nur vor sich zn haben. iMe 
dazu dienlichen^ Lehren tragen den Namen der ebenen Trigono- 
metrie. Man übersieht leicht, dass es dabei überhaupt auf das 
Verhalten der Winkel eines Dreiecks gegen die Seiten desselben 
ankommen wird, so dass dieses Verhalten den ersten Gegenstand 
der Untersuchung abzugeben hat. Nun lehrt schon die Geometrie, 
dass Dreiecke, deren Seiten einander proportional sind, dieselben 
Winkel haben; es liegt somit in der Natur der Sache, dass das 
Verhalten der Wh^kel gegen die Seiten nicht bedingt seyn kann 
dorcfa die absolute Länge der Seltnen, sondern blos abhängen 
kann von dem Verhältnisse der Seiten gegen einander, 
welches sich in ähnlichen Dreiecken nicht ändert 



4 Erklärung der trigonometrischen Funktionen. 

Irgend ein bestimmter Winkel, den wir zunächst kleiner als 
einen rechten annehmen, kann in einem beliebigen Dreiecke liegen; 
das für unsere Betrachtung bequemste ist aber das rechtwinklige: 
wir werden dasselbe desshalb auch als Ausgangspunkt unserer 
Untersuchungen wählen. Da im schiefwinkligen Dreiecke schon 
Winkel vorkommen können, die grösser als ein rechter sind, so 
werden wir unsere Untersuchungen alsdann auch über solche Winkel 
ausdehnen müssen, und es liegt in der Natur der Sache, dass wir 
sofort beliebig grosse Winkel zu betrachten haben. Dadurch wird 
die ganze Untersuchung losgeschält von der speziellem Trigono* 
metrie, und trägt, als besonderer Zweig der Wissenschaft, den 
Namen Goniometrie, mit der wir uns nun zunächst beschäftigen 
wollen, indem wir sofort zum eigentlichen Gegenstande unserer 
Behandlung übergehen, welch letztere die Sache wohl besser auf-* 
klären wird, als eine allgemeine Betrachtung. 

§. 2. 
Erklämng der trigonometrüschen Funktionen. 

I. Sey A ein spitzer Winkel, dessen Seiten AG und AB sind. 
Fig. 1. Man falle von dem (beliebig gewählten) 

h Punkte der einen Seite AC auf die 
andere AB die Senkrechte GB, so liegt 
A in dem rechtwinkligen Dreiecke ABC, 
dessen Hypothenuse AG und dessen 
Katheten AB und BG sind« Man 
heisst nun 

den Quotienten der dem \^inkel A entgegenstehenden Kathete 
BG durch die Hypothenuse AG den Sinus des Winkels A und setzt 
desshalb : 

«wA = ^; (1) 

den Quotienten der dem Winkel A anliegenden Kathete AB durch 
die Hypothenuse AG den Gosinus des Winkels A und schreibt 

A AB .^. 

^^* AG* ^^ 

Die Grössen sinA und coaA. sind somit ihren Werthen nach 



Andere Fom der Erkllnmg. 5 

immer kleiner als I , da die Kathete immer kleiner als die Hypo- 
ihenase ist. 

Femer pflegt man die Quotienten 

sinA cosA 

cosA einA 
gewöhnlich durch tffA und cotg A zu bezeichnen, und heisst sie 
Tangente von A und Cotangente von A. Man hat also zur Er- 
klärung dieser Grössen: 

9MkA. cosA. 

tffA=^ ;r, cotffA = -r-r. (3) 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt aber unmittelbar: 

^ . BC ^ . AB .... 

d. h. es ist tff A auch gleich der entgegenstehenden Kathete BC» 
dividirt durch die anliegende AB; cotg A gleich der anliegenden 
Kathete AB» dividirt durch die entgegenstehende BC. 

Man wird gut thun, sich diese Fundamentalerklärungen genau 
einzuprägen» da natürlich das Verständniss alles Uebrigen darauf 
ruht. 

Andere Form der Erklftmng. 

n. Man wird beachten, dass GB die Länge der von C auf AB ge- 
fällten Senkrechten, AB die Entfernung des Fusspunktes der Senk- 
rechten vom Scheitel des Winkels ist. Es können daher die vori- 
gen Erklärungen auch dahin geändert werden, dass man unter m»A 
die Länge der Senkrechten, dividirt durch die Entfernung des 
Punktes G vom Scheitel; unter coaA den Abstand des Fusspunkts 
der Senkrechten von dem Scheitel, dividirt durch dieselbe Ent- 
fernung versteht Dabei versteht es sich wohl von selbst, dass 
wenn von der Division zweier Seiten (eines Dreiecks) die Rede ist, 
dabei die Division der die Längen dieser Seiten ausdrückenden 
Zahlen verstanden wird, welches auch immer die Einheit sei, in der 
diese Längen ausgedrückt werden. Dass aber beide Seiten in 
derselben Maasseinheit müssen ausgedrückt sein, braucht wohl 
nicht besonders hervorgehoben zu werden. 

Wir bemerken hier noch , dass zuwdlen die Brüche 



6 ünabhtogigkeit tob der Seitenlftnge. 



als- Secante nnd Gosecante von A, so wie 

1 — cosAyl — rinK 
als Sinns versus and Cosinus versus von A aufgefährt werden. 

§.3. 

Unabhttugigkeit Ton der Seitealtoge. 

AuS; den eben gegebenen Erklärungen geht unmittelbar her- 
vor, dass der Werth von «^ri A, sowie der von cosA, als blosse 
Zahl erscheint, indem er nur das Yerhältniss von je zwei Seiten 
des rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt, welche Zahl auch immer 
< 1 ist. Von der Länge eines Sinus u. s. f. zu reden, hat also 
keinen Sinn. Dass dasselbe für ^A und cotg A gilt, ist durch 
unsere Erklärung deutlich. 

Eben desshalb hängt aber der Werth von sinA. u. s. t 
nicht von der Länge der Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ab. Verlängert man etwa die Seiten AC und AB, welche den 
Winkel A bilden und ist DE senkrecht auf AE gezogen, also parallel 
mit BC, so ist bekanntlich: 

BC_DE AB__AE 
AC"^AD' ACAD* 

so dass man statt der Formeln (1) und (2), welche zur Erklärung 
der Bedeutung von sinK und cosA dienen, auch setzen kann: 

. ^ DE ^ AE 

^nA = — , cosA:^ — . 

Damit ist aber aasgesprochen, dass man statt des Dreiecks ABC 
das Dreieck AED zur Erklärung von ainA und coaA wählen kann, 
ohne dadurch eine Verschiedenheit in diese Erklärung zu bringen. 

Ganz eben so kann man irgend zwei rechtwinklige Dreiecke, 
welche denselben Winkel A enthalten, zur Erklärung von sinA^ 
€08 Am der angegebenen^ Weise benützen, indem diese Dreiecke 
ähnlich sind, und also für die betreffenden Quotienten dieselben 
Werthe liefern. 

Die vier Grössen ein A, coaAt tgA^ cotgA werden wir zuweilen 



GnmdgleieliiiiigeD. 



trigonometrische Funktionen* oderanch trigonometrische 
Brache nennen, wenn gleich ^goniometrisch** das richtigere Bei- 
wort wäre. 

Gmndgleichiuigeii. 

Ans den Erklärnngen des §. 2, nämlich ans den Gleichungen (1) 
und (2), erhält man» wenn man die Quadrate Von sinA und cosA 
mit »in^Af cos^A bezeichnet: *♦ 



«n^A = 
woraus folgt: 



BC* 

- -^ — ' 

AC 



3> 



(?o«'A = 



«n'A-f-<?o**A = 



BC 



AB' 
AC 

AB' 



Hf. s. 



AC 




Da aber nach dem pythagoräischen Satze: 
BC' + AB' = AC', 
so ist dieser Quotient = 1 , also hat man för 
einen Winkel A immer: 

«n'AH-cö«'A = 1. (6) 

Wir setzen dabei natürlich A < 90^ voraus. Hieraus ergibt sich 
wieder» dass weder sinA^ noch cosA je grösser als 1 seyn kann. 

Multiplizirt man die Gleichungen (3) mit einander, so erhält man : 

. . , ' sin A . cos A 
tffA.cotffA = T r—r» 

d. h. tgAcotgA = 1 , (6) 

als Beziehung zwischen tg und cotg eines (spitzen) Winkels. Die 
beiden Gleichungen (5) und (6) nebst (3) geben die Beziehungen 
der vier Grössen sinA^ cosA^ tg Ay cotg A gegen einander an. Da 
übrigens (6) ganz unmittelbar aus (3) folgt, so bestehen im Grunde 
nur die drei Gleichungen (3) und (5) , so dass also , wenn eine der 



* Unter Funktion yersteht manin der Mathematik überhaupt eine GrOsse, 
deren Werth Tom Werthe einer andern abhängt nnd sich alf o mit letzterem ändern 
wird. Da nmi die GrOssen sinA, cosA, tffA, cotgA so beschaffen sind, dass ihre 
Werthe vom Werthe des Winkels A abhängen, so sind sie Funktionen dieses Winkels. 

** Diese Bezeichnongsweise wird mehrfach als nicht geeignet rerworfen. 
Vollständig richtig wäre die Form : («ni A)', {co$ A)*, nur ist sie nnbeqnem. Hänfig 
begegnet man der Form: »inA\ eosA*, die übrigens auch zu MissTerständnissen 
führen kann. Wk behalten immerhin die im Texte gewähltobei. 



8 BerechnoDg der trigonometrischen Fonktionen ans einander. 

vier trigonometrischen Funktionen bekannt ist, die drei anderen 
daraus gefunden werden können, welche Anfgabe wir nun zunächst 
lösen wollen. 

§.6. 

Berechnung der trigonometrischen Fonktionen aus einander. 

1) Sey «in A' bekannt. 

Aus (5) folgt: ■ 

{?05*A= 1 — «iw'A, (?o«A = Vi — m^A. 

* 

Ans (3) ergibt sich: 

, ,. €08^ A l—sin^A ^ . Vl-^sin^A 

cotg^'A^ > 2 A =* - »A — »cotffA^-^ — r-T . 

^ etn^A stn^A stnA 

2) Sey coaA bekannt. 

Aus (5) : ein^A =1 — co8^A\ sinA = yi —coa^A. 

Aus (3): 

JA— £^^1^ 1 — co8^A ^ _ yi — cQg ^A 

. « A €08* A €08* A ^ . CÖ«A 

^ 8in*A 1 — <70«'A ^ yi — cöä'A' 

3) Sey tgA bekannt. 

1 
Aus (6) folgt: cotgA=^—r. 

Aus (3) ergibt sich: 

j __ 8in}A _ gen^A 

*^ ^""^^^""l-./rÄ^* 

also (1 — «n^A)^^^A = «w'A, <^^A — «m'A.^^'A = «n'A, 

</ A = «n' A + «n'A<^' A = ««^ A (1 + tg*A), 

tg*A . , . . . tgA 

l-^tg^A yTHM^'A 

Eben so: 

, . ^n^A __ 1 — cQg'A 

^ €08* A"^ €08^ A ' 

co9,*A.tg*A =1 — <?o«' A, co«' A .^' A H- cod*A = 1 , 



Beredmiuig der tilgoaoiMtrischeii Funklioneii aiu einander. d 

1 

- igr AH-l 



<;o«A = 



4) Sey {70/^ A bekannt. 



Vi^^^'a' 



Ans (6): 



*M = 



cot ff A' 



9in}Ay 



Dann ans (3): 

, . {?ö**A 1— «n*A . ,. j . , 

öo<^'A=-T-i-T= — r-f-r — , «n'A.<?o/!j'A= 1 — -wn' 
«w*A «n'A ^ 

«VA(l4-(?o«^*A) = l, 
• A 1 

yi + co^'A 



woraus 



öo^*A = -T-"ä--r-=-; TT» cotg^A — coe^A.cotg^A^cos^Af 

cotff^ A = cos* A(l 'h'Cotff*A)t 

. cotgA 

cosA = -7====: . 

^l+'Cotff*A 
Man bemerke etwa noch, dass immer: 

co8AtffA=isinA9 sinAcotffA = co9A. 

Der üebersichtlichkeit wegen wollen wir die erhaltenen Be- 
snltate in eine Tabelle ordnen. 



^nA = 


coaA = 


<^A = 


<;0^A = 






«2nA 






Vl-«n»A 


\l — C08*A, 

tgA 


Vl-«n»A, 
1 


Vl-«n»A' 

yi -<?o»*A 
co«A 
1 


<ro«A 


yv + tg*A' 
1 


Vh-<^*a' 


Vl-co«'A' 
1 


yi+co^'A 


Vl+co<^'A 

1 


co<!</A* 


tgA- 

■ 



Man wird hiebei beachten, dass wir bei Ansziehang der Quadrat- 
wnrzeln immer nur die positiven Werthe gewählt haben, da wir 
bis jezt keinen Grund haben, eine der trigonometrischen Funktionen 
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Za- and Abnahme mit der Aendoning det Winkeb 



als negativ anznsehen. (Die Verallgemeinenuig dieser Tabelle 
findet sieb in §i 13). 

§.6. 

Za- und Abnahme mit der Aendenmg des Winkels. , 

Immer unter der Voraussetzung, der zu betrachtende Winkel 
sey kleiner als ein rechter, wollen wir uns nun die Frage stellen, in 
welcher Weise der Sinus eines Winkels sich ändert, wenn 4er 
Winkel sich ändert. ' 

Seyen BGA» BGA zwei verschiedene Winkel, 
und zwar 

DCA > BGA. 

Man ziehe B£, DF senkrecht auf AG, indem 
man zuerst um G mit AG einen Kreis beschrieben; 
verlängere BE, DF, bis sie den Kreis in b und d 
wieder treffen, ziehe Gb und Gd, so ist bekanntlich: 
BE = Eb, DF = Fd, DGA = AGd, BGA=AGb. 

Nun ist (§.2): 

^nBGA = =r^ , sinBCA = p=r ; 
femer 'Dd = 2DF, Bb = 2BE; DF = JDd, BE = ^Bb, 
also 




««BGA = $^, «nDGA = ^ 



GD' 

Da aberDCd=2DGA, BGb=2BGA, ßo ist auchDCd>BOb, 
also nach einem bekannten Satze : 

Dd > Bb. 
Da endlich BC = GD, so folgt hieraus, dass 

Dd Bb ^Dd Bb 
GD-^BG'^^GD^^BG* 
d. h. sin DGA > sin BGA. 

Man schliesst hieraus, dass zu einem grössern Winkel auch ein 
grösserer Sinus gehöre, oder dass der Sinus eines Winkels wachse, 
wenn der Winkel wächst, mithin aubh abnehme, wenn der Winkel 
abnimmt. 

Sind also die zwei Winkel A und B, beide unter 90 ^ so be- 
schaffen, dass B > A , 
so ist auch sinB^sinA» 
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Da nnn cosB = Y 1 — sin^B , oo«A = Vi — «n'A, 
und «en'B>«n*A, also 1 — «n'B< 1 — «Vi'A,* 

so ist cosB < cosAf 

d.fa. der Cosinns eines Winkels nimmt ab, wenn der Winkel vächst» 
nnd nimmt mithin za, wenn der Winkel abnimmt. 

Endlich ist 

^ _ sinB , . «wA 

nnd da ^nB > sinA, coaB < oo^A, 

so ist <^B>^A,** 

d. h. die Tangente eines Winkels wächst» wenn der Winkel wächst. 

Da co^^B = j-^f cotffA=7—r (§.4)^ nnd taB>t^A, so 

ist nothwendig cotgB < cotffAj 

so dass die Gotangente abnimmt, wenn der Winkel wächst. Alle 
diese Sätze lassen sich leicht geometrisch nachweisen, wie der erste, 
was jedoch der eigenen üebang überlassen bleiben mag. 

Wir wollen, nnter Bezng auf Fig. 3, hier bemerken, dass wenn 
der Ereishalbmesser AG == 1 wäre» man setzen würde: 

jrfnBGA = BE, eo«BGA = GE. 

Daraus folgt jedoch nicht, dass ein nnd coa als die Längen 
der Linien BE, GE anzusehen sind, vielmehr sind die Werthe der 



* Dam'B^m*A, go wird, wenn man Ton 1 snersftnn^B, nnd dann 
aneh sin* A abzieht, das erstemal mehr abgezogen als das zweite, so dass weniger 
übrig bleiben mnss, mithin 1— •.nn'B<[l — nn'A ist. 

** Vergleicht man die Brüche — =r und , so ist der Zähler des ersten 

COSB eosA. 

grosser als der des zweiten, während der Nenner des ersten kleiner als der des 

zweiten ist. Wären die Nenner gleich , so müsste der erste Bruch schon grosser 

als der zweite seyn, da mit wachsendem Zähler ein Bruch wächst; d. h. man ^at 

sinB^^^^sinA 
eos A eo8 A * 

Schreibt man aber hier noch im ersten Brache 00« B für eosÄ, so hat man den 
Nenner desselben noch vermindert, wodurch der Bruch abermals in seinem Werth^ 
erhöht wurde, so dass in hOherm Grade 

sinB^ sinA . 

^> r- ist. 

eosB cosA 
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Tiigonometrifiehe Funktionell der ErgKnEnngsvinkel. 



Fig. 4. 



beiden trigonometrischen Funktionen nar gleich den Zahlen, welche 
die Längen von BE, CE ausdrücken, vorausgesetzt es sei der 
Ereishalbmesser = 1. ^ 

Es beruht hierauf eine zweite Erklärnngsweise von sinA^ coiAf 
indem diese Grössen, wie so eben, aus einem Kreise vom Halb- 
messer 1 bestimmt werden. Man kann alsdann ganz wohl BE, CE 
kurzweg als gleich dem sinus oder <?o^nt^ von BGA ansehen. Diese 
Erklärungs weise mag in einzelnen Fällen bequem seyn; wir haben 
jedoch uns hier auf das Dreieck einschränken wollen* 

§.7. 

Trigonometrische Funktionen der Ergänzungsvinkel. 

Die beiden Winkel A und G in dem rechtwinkligen Dreieck ABG 

betragen zusammen 90^; man hat also 

G = 90«-A. 

Nun ist (§.2): 

• A BC .AB 

sznA=^j^. cosA = j^; 

. ^ AB p BG 

AC Aü 

Daraus folgt unmittelbar, dass 
8inC = co8Af C08C = 8tnAf d.h. 
«n(90*^— A)=co«A,cö«(90®— A)=«enA. (7) 

Die Division beider Gleichungen gibt sodann: 
- tffi90'' — A) = €otffA, cotff(90'' — A) = tffA. (7') 

Man hat also auch: 
«nU4-«nn90°~A) = l, co«'A + <?ö«'(90«- A) = 1, 
tffA.tff(90^ — A) = 1 , cotffA.cotff(90'' - A) = 1 , 
wie sich aus (5) und (6) findet. 

Es ergibt sich hieraus, dass wenn man die trigonometrischen 
Funktionen der Winkel unter 45^ kennt, man sofort die der Winkel 
über 45^ erhalten wird. 

Sind z. B. «2n36^ ^0^36^ tff36\ cotffSG^ bekannt, so ist, da 
36®-+-54« = 90®: 

«n54® = (?ö536", (?ö«54" = i^w36^ tg5V=^cotff36\ 




Die Fonklioiien Ar 0^ 90^ 80^ eO^ 45<>. 1 3 

Allgemeiner ist: 
wn(46»4-A) = (?o«(46*-A), ö<w(45*4-A) = «n(45«-A), 
<i^(45«-*-A) = (?ö<^(45«-A), co<(7(46* + A) = <f^(46«-A), (8) 
wenn A unter 45" ist, da ja 45" 4- A und 45" — A zusammen 90" 
betragen. 

Für einige besondere Winkel ist es leicht, die zugehörigen 
trigonometrischen Funktionen zu erhalten, wie wir diess nun 
zeigen wollen. 

§.8. 

Die Funktionen für 0^ 90°, 30^ 60^ 45®. 

I. Bereits in §. 6 haben wir gezeigt, dass der sinA abnehme, 
wenn A abnimmt. Denken wir uns nun, der Winkel A werde immer 
kleiner (in der dortigen Fig. 3 nehme BGA immer mehr ab) und 
nähere sich der Grösse unbegränzt (BG nähere sich der AG), so 
wird offenbar der sinA sich ebenfalls der nähern (BE wird immer 
kleiner) und zuletzt verschwinden, so dass man haben wird: 

«nO" = 0. 

Vermöge §.5 folgt hieraus: 

co«0" = VT=^'=Vl = l,il^O"==f = 0, ö(><^0" = J = ao. * 

Da 0" + 90" = 90", so folgt hieraus nach (7) in §. 7 sogleich: 
«w90" = (?m0"=1, co^90" = ««0" = 0, ^90" = (?ö^^0" = ao, 

co<^90" = <^0" = 0, 
was man Alles leicht auch aus der Figur entnehmen kann. 

n. Stelle ABG ein gleichseitiges Dreieck . ^^' ^• 
vor, in dem also jeder Winkel gleich 60"; sey 
darin GD senkrecht auf AB, soistBGD=30", 
und also 

BD 



«nBGD==»en30" = 



BG' 




* Das Zeichen QC (onendlieh) bedeutet keine ZaU mehr, sondern zeigt nnr 
an, dass eot^O^ grosser sey als jede angebbare« anch noch so grosse Zahl. Wählt 

man nflmllch den Brach — und ISsst a immer kleiner werden, so wird sein Werth 

a 

immer grOsser, nnd wollte man a = setzen, so würde man eben dadurch anzeigen, 

dass man über alle GhrOssenschranken hinaufgegangen sey. 
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Die Fonnabi für *i», cot, tg, eotg tw k+b. 



Nnn ist BD = } AB = \BC, also 

BD |BC , . _., • 
BÖ" = lC-=*''*"^^='- 

Hieraus folgt nach S. 5 : 
Sodann nach §. 7 : 



Fiff. 6. 




III. Ist ABC ein gleichschenklig recht- 
winkliges Dreieck, also AB=BC, so ist A=45 ^ 
mithin 



AB 



and dann nach §.5: 
«fn45«= 



^ =:j75=VJ.<'0»4ß''= * 



yr+T 



Man könnte diese Formeln auch in anderer Weise erhalten. 
Ans (8) nämlich folgt, dass (wenn dort A = 0) 

«n46® = ooÄ45', ^46® = (7o^45'. 

Also ans (5) und (6), wenn A = 45" : 
«n»45H«nM5"=l, 2«n»45«=l, «n»45« = i, «n46» = V'i5 
^^45^^^46"=l, f^»45«=l, <^46*=:1.* 

§.9. 

Die Formeln für iin^ eos, tff, eotg von a+b. 

Seyen a» b zwei Winkel, jeder kleiner als 90^ deren Snmme 
selbst kleiner als 90® sey. Sey ferner DC senkrecht auf AC, 
CB senkrecht auf AB, DE senktrecht auf AE und GF parallel AB. 



* Man hat also 



JV$, *^80» 



V3, w^eOO=:V|; 
1, eo«^45*=l. 



Die Fom^ ftr «tu, $0$, ^, e&t^ von a+b. 
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Man wird nnn leicbt nachweisen können, 
dass auch CDF = a. Der Winkel BAD ist 
= a + b, nnd man hat zugleich GF = BE9 
£F = GB. Hieraus nnd dem, was wir im Yor- 
stehenden gesehen, ergibt sich unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Gleichungen: 

.... DE DP-f-FE DF + CB 
^ ^ AD AD AD 
DF CB DF.DC CB.AO DF DC OB AC 




AD AD AD.DO AD.AC DC AD AC 'AD ' 

Aber es ist 

DF -, DC . , CB . AC 

also sin(iL+h) = eoiA.sinh-h einii.cosby 

oder ein (a + b) = «ma cosh + cost^ einh. (9) 

Eben so ist 

AE_AB ~BE _ AB-CF _AB CF AB AC 
i7a*Ca4-b;-^jj-. AD " AD ""AD AD^^AC'AD 



CF CD 



=^co9Sk.co8h — sinA.smhf 



(10) 



CDAD 
d. h, co8(a + b) = CO8B, cosh — sina. «nb. 

Aus diesen Formeln zieht man (§. 2) : 

/ IN __ 8in(A -Hb) __ sinskcosh H- coaa,8inh 
^ (?o«(a+b) cassLcash^'sinAmnh' 

Dividirt man hier Zähler und Nenner durch coss^cosh, so er- 



gibt sich 



<^(a + b) = 



sinsL 8tn*h 
1 - 

€08 2k €08 



1 — 



8insL 8inh 

C08Sk' €08h 



' 9 



, , - «na . 
d. h. da = ^a 

€08 A ^ 



8inh , , 

€080 



* Es ist gleiehgiltig, ob eot a ans CDF oder BAG bestimmt wird. Denn das 

DF AB 

erstere g;ibt eo8tk = -p^f das xveite eo«a = 77;. Aber wegen der Aehnlichkeit 

CD AO 

DF AB 
der beiden reditwinkligen Dreiecke ist — = — . (§. 3). 



16 Die Formeln für tin^cci, tg, eotg von a+b. 

Dessgleichen 

/ v\ -, coajjai, + b) __ cosd^coah — sinst, sinh 

^^ '^""«n(a + b) einB,cosh-{'COsa,8inh* 

nnd wenn man Zähler und Nenner durch «enamb dividirt 

€otff(B. + b) = ;, J^ , . (12) 

Die vier Formeln (9) — (12) geben die trigonometrischen 
Funktionen eines zusammengesetzten Winkels durch die der ein- 
fachen. So erhält man (§• 8) : 

^V4 + lV3YJ = iVKl+V3) = <?öal5^ 

<^75« = ^i^ = ^^|^ = Kl+V3)' wenn man Zähler und 

Nenner mit 1 + V"3 multiplizirt) = 1(14- 2 ^3 + 3) = 2 + V^3, 

y 3 i 

<^otff'r5^ = Ps:p[=im-iy (wenn man Zähler und Nenner 

mit V^S - 1 multiplizirt) = 1(3 - 2 ^3 + 1) = 2 - ^3. 

Die Seite des regelmässigen Zehnecks im Kreise wird bekanntlich erhalten, 
wenn man den Halbmesser so in zwei Theile theilt, dass der grossere Abschnitt die 
mittlere geometrische Proportionale ist zwischen dem kleinem Theile und dem 
ganzen Halbmesser. Ist also r der Halbmesser, x der grössere , mithin r — z der 
kleinere Theil» so hat man 

r (r — x) = X*, r* — rx = x', x* -f- rx = r*, 

woraus folgt: 

in welcher Gleichung jedoch nur das obere Zeichen zulässig ist« da x positiv seyn 
muss. Sollte also in Fig. 3b B die Seite des regelmässigen Zehnepks, BC = i der 

Halbmesser seyn , so wftre £B = 1 b B = -1- (>^5 — 1) nnd der Winkel BCb = 36^ 

also BOA = 18^ nnd man hätte 

woraus eos 18® = Yl-MV^-^)* = i Vl6 — (5 -2^6 + 1) 
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Hieraus folgt: 

«in 48° = (Jö«42<>=«n(30<^ 4- 18°) = sinSO^eos 18° H- «o#30°#m 18° 

== I ViÖT2V5 -h I (1/15 - V3). 

co«48° = «fi42°= co5(30°-+- 18°) = co#30°<jo* 18° - *fn30°mi 18° 

= tV30+6y5-J(V5-l). 

In ähnlicher Weise erhält man : 

sin 36° = sin (18° -h 18°) = i VlO - 2 1/5 = «o« 54°. 

CO« 36° = co«(18°-+- 18°) = i (IH- V5) = «n 54°, 

sin 63° = «n (45°+ 18°) = \ V5 4-1/5 + i VI (V^ - 1) = co#27°. 

• <;oä63°= co«(45°-M8«) = i VöTyS - J VJ (V5 - 1) = «n27°. 

M«-78° = sin (60° + 18°) = { \A30 4-61/5 4- } (1/5 - 1) = co# 12°, 

co«78° = co«(60°4- 18°) = J V104-21/5 - i (1/15 - 1/3) = sin 12°. 

Man kennt also jetzt den sin und eos (also auch <^ und eotp) von 0°, 12°, 
15°, 18°, 27°, 30°, 36°, 42°, 45°, 48°, 54°, 60°, 63°, 72°, 76°, 78°, 90°. 

Von weiteren Winkeln finden sich die trigonometrischen Funktionen ange- 
geben in der Anmerkung zu §. 14. 

Im Seitherigen haben wir blos Winkel betrachtet, die unter 
90^ liegen; eine solche Beschränkung entspricht aber nicht einmal 
den Bedürfnissen der Trigonometrie, geschweige denn überhaupt 
den Bedürfnissen einer weitern Anwendung dieser Lehren. Auch 
drängt uns die Theorie ganz unzweifelhaft zur Untersuchung, be- 
züglich Erklärung der trigonometrischen Funktionen von Winkeln, 
die über 90^ hinausreichen. 

Selbstverständlich sind solche Winkel nicht mehr in einem 
rechtwinkligen Dreieck zu erhalten, und wir werden also die seit- 
herige Ausdrucksweise ändern müssen. Wir haben aber gleich zu 
Eingang des §.2 gesehen, dass das dortige rechtwinklige Dreieck 
nur dadurch entstanden ist, dass man von einem (beliebigen) Punkte 
der einen Seite des Winkels auf die andere eine Senkrechte fällte, 
so dass wir diese Betrachtung im Folgenden festhalten müssen. 

§. 10. 

Die trigonometrischen Funktionen in den vier Quadranten. 

Ist ein Winkel zwischen 0^ und 90® enthalten, so wollen wir 
sagen, er liege im ersten Quadranten; ist er zwischen 90® und 
180^ im zweiten; im dritten Quadranten soll er liegen, wenn 
er zwischen 180® und 270® enthalten ist; endlich im vierten, wenn 

Dienger, Trigonometrie. _ 2 
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Trigonometrische Funktionell im zweiten Qnadranten. 



er zwischen 270® und 360® liegt. Bezeichnet a immer einen spitzen 
Winkel, der also zwischen 0®und 90" liegt, so kann man einen 
Winkel bezeichnen, wenn er liegt: 

im zweiten Quadranten, durch 90®H-a, oder 180® — a, 
"dritten „ „ 180® + a, „ 270® -a. 



n 



vierten 



w 



270® 



a, 



« 



360® -a. 



Wir wollen nun das Verhalten der Winkel in den vier Quadran- 
ten etwas genauer untersuchen. * 

I. Sey ACD = a ein Winkel < 90®, 
also im ersten Quadranten, CH senk- 
recht auf AB, HCE = a, so ist ACE 
=:90® + a, also ein Winkel im zwei- 
ten Quadranten. 

Wollen wir sina, und cosa haben, 
'A so müssen wir (§. 2) von einem (be- 
liebigen) Punkte D der Seite CD auf 
die Seite CA die Senkrechte DF fällen; alsdann ist 




«na = 



DF 



C08Si = 



CF 



CD' CD* 

» Wollen wir nun eben so den «£n(90®4-a) oder eo«(90®-f-a) 
haben, so müssen wir von der einen Seite (CE) dieses Winkeis aus 
auf die andere (AC) eine Senkrechte (EG) fällen, wozu nothwendig 
ist, dass wir die Seite AC zuerst gegen B hin verlängern. Da wir 
nun unter dem sinus eines Winkels den Quotienten verstanden, den 
man erhält, wenn man die Senkrechte dividirt durch die Hypothenuse 
des rechtwinkligen Dreiecks, in dem dieselbe als Kathete vorkommt, 
und eben so unter cosinus die Entfernung des Fusspunkts der Senk- 
rechten von der Spitze des Winkels dividirt durch dieselbe Hypo- 

thenuse, so wird der Bruch p=- den sin (90®H-a), der Bruch ™i 

den cos (90^ -ha,) ausdrücken können. 

Was aber zunächst den letztern betrifift, so ist die Entfernung 
des Fusspunkts G von C in entgegengesetzter Richtung mit der 



* Die ErUftmng von tpA, 00^^ Ableibt immer dieselbe, wie sie in den 
Formeln (3) des §.2 ausgesprochen ist, mag A nnn kleiner oder grOsser als 
90^ sein. 
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Entfernung des Fasspnnkts F von C, welcher for den Winkel a im 
ersten Quadranten gilt. Wir werden diess dadurch anzeigen» dass 
wir sagen, der co8 (90® + a) sey negativ, also setzen: 

CG 

€08(90' + i)=—^. 

Damit sagen wir dann aus» dass der cossk positiv genommen sey. 

Der sin (90' + a) wird positiv seyn, da die Senkrechte EG f&r 
den Winkel im zweiten Quadranten dieselbe Richtung hat» wie die 
Senkrechte DF für den Winkel im ersten Quadranten. 

Man kann diese Beziehungen auch so erkennen: Denken wir 
uns, der Winkel AGD wachse gegen 90® (indem CD sich um den 
Punkt C dreht), so nimmt (§.6 und 8) sein cosinus ab bis zu 0, 
was geometrisch dadurch ersichtlich ist, dass der Punkt F gegen G 
hin rückt. Lässt man aber dann den Winkel über 90® hinaus 
wachsen, so wird der Fusspunkt F immer noch in derselben Weise 
fortrücken, somit der cosinus immer noch abnehmen; da er nun bei 
90® schon war, so muss.er über 90® hinaus negativ werden. Der 
sinus dagegen wächst, was geometrisch durch Erhebung von D an- 
gedeutet ist, bis 1 (bei 90®); von da an sinkt D, also nimmt der 
sinus ab, bleibt aber immer noch positiv, da er von 1 ans abnimmt.* 

Machte man nun CD = CE, so ist leicht ersichtlich, dass auch 
CF = EG, DF = CG (indem die Dreiecke FOD und CEG kongment 
sind wegen DCF = CEG = a, CD = CE, DFC = CGE = 90®). 

Also ist 

EG CF 

««(90®H-a)= + g^ = +^=-t-(?OÄa, 

rrxr^A \ GCr DF 

eö«(90®+a) = — — = — — =- «e»a, 

woraus durch Division leicht die Formeln für tg (90® -h a), 
cotff (90® -f- a) folgen. Man hat also: 



* Ist also die Richtung der auf AB gefällten Senkrechten dieselbe , wie im 
ersten Quadranten, so erklären wir den sinns als positiy; ist sie entgegengesetzt, 
so wird der sinns als negatir angesehen werden müssen. Ist eben so die Richtung 
der Querlinie Tom Fusspunkte der Senkrechten gegen den Scheitel des Winkels 
dieselbe wie im ersten Quadranten, so ist der cosinus als positiv; ist diese Rich- 
tung die entgegengesetzte, so wird derselbe als negativ zu behandeln sein. 

2* 
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«n(90®H-a) = 4-cö*a, cö*(90®4-a) = — «na, ^^(90® + a) = 

<?o«(90"+a) — «wa 

Ist b<90", 80 ist 90* — b auch <90® und >0«; setzt man 
also hier.a = 90** — b, so sind diese Formeln noch richtig. 

Unter Beobachtung der Formeln (7) erhält man nun, wenn 
a = 90*--b, also 90" + a= 180« — b: 

«2w(180* — b)=: + (7ö«(90° — b) = +«nb, 
cö5(180'-b) = -««rj(90°-b)=-co«b, 
^^(180° - b) = — <?ö^^(90° -'h)=-tghy 
cotgOSO'' — b) = - 1^^(90" - b) = - cotffh. 
Diese Formeln können übrigens auch leicht unmittelbar durch 
eine Figur nachgewiesen werden. * 

Setzt man b = und beachtet §.8, so erhält man: 
««wl80®= +^wO" = 0, CO« 180"= — co«0*= — 1, 
<^180°=-<^0" = 0, cotffl80''= — cotffO''=-'QC, 
wie sich ebenfalls aus einer Figur leicht ersehen lässt. 

n. Sey wieder ACD = a, kleiner 
als 90^ ECB = a, so ist ACE=: 180^ 
4- a ein Winkel im dritten Quadran- 
ten. Sein sinus würde also durch 




EG 



sein Cosinus durch 



CG 



auszu- 



drücken seyn, wenn EG die Senk- 
rechte von der einen Seite EC des 
Winkels auf die (verlängerte) andere 

Seite AC ist. Ganz wie vorhin erhellt wieder, dass jetzt dercosinus 

ebenfalls negativ, eben so auch der sinus negativ seyn wird , indem 

EG von entgegengesetzter Richtung ist als DF. ** 

Man kann sich diess auch wieder in anderer Weise erklären. 

Hat man den Winkel ACE der vorigen Figur bis 180" wachsen 



* Wir rathen diess dem Leser zn seiner Uebung auch entschieden an. Die 
Figar bedarf einiger Aenderungen, da eben jetzt* die Winkel a, 180^ — a einzu- 
zeichnen sind. 

** Diese Richtung ist immer von dem Ansgangspnnkte (£) gegen die Qaer- 
linie AB gerechnet. 
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lassen, so ist E immer mehr gesunken, also gegen AB gelangt; 
lässt man den Winkel ilan über 180® hinausgeben, so dauert diese 
abwärts gehende Bewegung offenbar fort, und der sinns nimmt 
folglich fortwährend ab. Da er für 180® schon ist, so wird er 
darüber hinaus negativ. Mithin 

«•n(180»+a)=-^, cö«(180- + a) = -^. 

Sey nnn CD = C£, DF und EG senkrecht auf AB, so istanch 
CG = CF,EG = DF, also 

«n(180''+a)= — ^ = - CD = - «««». 

CC CF 

so däss man hat: 

««(180°4-a)=~«na, C(?«C180®'4-a)= -co«a; ty(l80®-l-a) 

«m(180®H-a) —«na . ^ . /ioao . \ . ^ 

cos {loO^ -h Sk) — /Cö^a 

Setzt man abermals a = 90° — b und ist b<90®, so erhält 
man (§.7), da jetzt 180®-4-a = 2r0®-b: ^ 
sin (270®— b) = - «n(90® - b) = - co«b; cos (2*10'' - b) = 

— cos (90® -^ b) = — sinh; tg (270® - b) = H- cotgh , 

cotg (270 ® — b) = 4- <^b. 

Setzt man hier b = 0, so ist: 

«w270®=-<?öä0®= — 1, (?öä270® = — «ewO® = 0, 
*^270®=QO, co/l^270® = 0.* 

m. Söy endlich ACD= JCE=a, so 
ist ACE = 270® + a ein Winkel im vier- 
ten Quadranten, und aus denselben Grün- 
den, wie wir sie nun genügend aus ein- 
ander gesetzt, wird man haben: 

«w(270®+a)=-^^ 



cö«(270®4-a) = 



CE* 
CG 
CE • 




* Auch diese Formeln ergeben sich ganz unmittelbar ans der Fignr, da 
sin 270^ und sin 90^ ofifenbar gFeich, aber entgegeqgesetiten Zeichens sind, u. s. w. 
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Sey wieder CD = CE, so ist auch: DF = CG, EG = CF, also: 

CF 

«n(270®4- *) = "" ^ = ~" ^^**' 

DF 

so dass man hat: 

«tw(270** + a)= --<?o«a, C(?«(270*^ + a)= 4-wna; 
^^(270® + a) = — cotgsk, cotg (270® + a) = — tg2L. 

Setzt man anph hier a = 90" — b, b < 90", so ist: 
«m(360" — b) = — wnb, c(?«(360" — b) = -f- coah, 
<^(360" - b) = - igh, co/Sjr(360" - b) = - cotgh. 

Für b = zieht man daraus : 
Mn360" = 0, eö5360"= + l, <^360" = 0, cö«5r360"= -oo.* 

IV. Würde man die Winkel über 360" hinaus wachsen lassen, 
so ist klar, dass für den Winkel 360" -HA und für den Winkel A 
dieselben trigonometrischen Funktionen zum Vorschein kommen 
werden, was auch A sey, indem die eine Seite des Winkels A eine 
vollständige Umdrehung um die Spitze des Winkels machen, sich 
also wieder in ihre vorige Lage bewegen muss, bis der Winkel A 
zu 360" + A geworden ist Dessgleichen, wenn ein Winkel 
= 2.360"4-A, 3.360" + A, ...., allgemein =n.360" + A ist- 
Demnach 



* Die Grössen tg nnd cotg kOnnen, wie hieraus sich ergibt, selbst nnendlicb 
grosse Werthe annehmen. In Bezug auf das Vorzeichen ist jedoch noch das Fol- 
gende zn bemerken. Wir haben oben gefunden, dass z. B. tg270^= + OC; dabei 
aber setzten wir vorans, dass man zum Winkel 270^ dadurch gelange, dass man 
einen kleinem Winkel wachsen lasse. Würde man zu 270® in umgekehrter Weise 
gelangen, so würde aus tg(270^'h&)= —eotga. für a = folgen /^270®= — 
eotgO^ = — QC. Man wird hieraus leicht die Richtigkeit folgender Satze erkennen : 

<^90° = ±QO, tfo^y 180» = qp QO , <^270» = ±QC, co;^360« = + QO, 
worin das obere Zeichen gilt, wenn man zu dem betreffenden Winkel gelangt, in- 
dem man einen Winkel aus dem vorhergehenden Quadranten wachsen lässt; das 
untere dagegen, wenn man einen Winkel aus dem nachfolgenden Quadranten ab- 
nehmen lässt. Wenn man will, kann man damit die folgenden Gleichungen yer- 
binden : 

«>#90<^ = ±0, eotg90^ = ±0, «nl80ö = ±0, <^180® = 4:0, co«270®=4:0, 
eotg2^0^ = ±0, «t»360» = +0, /^360" = h:0. 

▼alohe unter denselben Bedingungen gelten. 
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«w(n.360®-4-A) = «nA, co€(u.360^ + A) = cosA, 
ig (n.360®4-Ä) = <yA, €otff(n^60''-\-AJ=cotgA. 

Man kann diess offenbar anch so ausdrücken,, dass man sagt: 
Wenn man die trigonometrischen Funktionen eines Win- 
kels suchen wilU so kann man von diesem Winkel, in so 
ferne er grösser seyn. sollte als 360^ so viele Male 360® 
weglassen» als diess überhaupt möglich ist. 

üebenieht 

V. Wir stellen die erhaltenen Ergebnisse, zu grösserer Bequem- 
lichkeit, schliesslich noch übersichtlich zusammen. Was zuerst die 
Vorzeichen anbelangt, so ist im 



ersten Quadranten 
zweiten ,, 
dritten „ 

vierten 



«n=4-, eo3=-\-y tji=+, cotjf=-\-9 

= -, =+, =+, 

;= -1- zx: = 



(13) 



Femer, wenn a<90®: 

«n(90® — a) = -h (?o^a, co«(90° — a) = + ^'na, 
tg(90^ — a)='hcotgA, cotg {90^ — i) = -htgsk, 
«n(90"-l-a)= +<rMa, co«(90®4-a)= — -«na, ^ 
tg{90^-h a) = — cotgsL, cotg (90® 4- a) = — <^a, 
«n(180® — a)= -l-«na, cö«(180® — a) = — £?o«a, 
<^(180® — a) = — tgdi,, <?o^^(180® — a) = — cotg^^, 
«n(180®4- a) = — «na,' oö«(180® + a) = — co«a, 
/^(180®H-a)=-l-^^a, {?o^^(180®4-a)= +co<^a, 
«n(270® — a)= — <?o«a, cöä(270® — a) = —«na, 
<^(270® — a) = + cotg^^y €otg(270^ — a) = + tga,, 
«n(270® + a) = — eo^ra, cö«(270°+a) = -h^na, 
<^(270® 4- a) = — co^^a, cotg(270^ + a) = -- tgsL, 
«n(360® — a)=~«na, <?ö«(360® — a) = +(?o«a, 
%f(360® — a) = — tgs., cotg(360^—a,) = — cotgsk. 

Ist A irgend ein beliebiger Winkel, so ist ferner: 
«n(n.360®4-A) = «nA, co«(n.360®4-A) = (?MA, 
f^(n.360®4-A) = fM> cotg(n.360'' + A) — eotgA. (14) 

Ferner 
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«^w90"= + l, cos90^=0, <^90°=(^, cotp90''=::0; 
«nl80*=0, (?o«18Ö° = — 1, ^^180« = 0, öö<^180°= — ao; 
^•w270°=-l, co«270° = 0, ^^270«= — 00,00^^2*70*^ = 0; 
«en360° = 0, (?o«360®= + l, ^^360^ = 0, co^^360®= - oo; 
«wfl.360^ = 0, (?o«n.360®=4-l, ^^n.360" = 0, 
co<^n.360® = — QO. 

Die in den Fonneln (13) enthaltenen Sätze lassen sich leicht im Gedächtnisse 
behalten, wenn man beachtet, dass man jeden Winkel, der in. einem der yier Qua- 
dranten liegt, in doppelter Weise bezeichnen kann , indem man von der nntem 
oder obem Gränze des Quadranten ausgeht. Ist nun bei dieser Bezeichnung 90^ 
oder 270^ mit in Rechnung, so geht der sin in eos, cot in «in, t^ in eotg, eotg in 
tg über; ist dagegen 180^ oder 360^ mit in Rechnung, so geht sin. in sin^ cot in 
cos , tg m tg, cotg in cotg über. Natürlich muss man dabei zugleich auf das ge- 
hörige Vorzeichen achten. 

Wir bemerken hiebei noch, dass man die vorstehenden Betrachtungen dadurch 
zu erleichtern gesucht hat , dass man die Vorstellungen der ebenen analytischen 
Geometrie zu Hilfe nimmt. Damit ist aber für die Sache selbst Nichts gewonnen, 
da die dortigen Erklärungen in Bezug auf die Vorzeichen ganz eben so, wie wir sie 
hier geben , gefasst werden müssen. (Man vergleiche damit meine „ebene Poly- 
gonometrie'^SS. 1-3). 

§. 11. 
Verhalten bei Aendernng des Winkels um 180^. 

Sey wieder A ein beliebiger Winkel, so ist A+ 180* ein um 
zwei volle Quadranten grösserer Winkel. Liegt also z.B. A im 
ersten oder zweiten, so liegt A + 180° im dritten oder vierten 
Quadranten. In allen Fällen sieht man leicht, dass wenn (in einer 
der Figuren des §. 10, z. B. der zweiten) AC die eine Seite der zwei 
Winkel A und 180® 4- A ist, die andern Seiten in die Verlänge- 
rungen von einander fallen. Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, 
dass 

5en(180° + A)=-«mA, co5(180« + A)= -ööäA, 
^^(180« + A) = <^A, 00^^(180" + A) = cö^^A* (15) 



* Ist also z. B. A. im dritten Quadranten (= 180^ + a, wenn a spitz), sa 
Uegt 180^ + A im fünften (= 360^+ a) , und es ist sin A negativ, sin (180<^ + A) 
positiv, immer aber m (180® + A) = -- w» A, weil m (360® 4- a) = «na = 
-«n (180® -ha). 
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ist, was auch immer A sey , selbst wenn 180® 4- A über 360° hin- 
ansreicht! Setzt man hier 180° H-A an die Stelle von A, was man 
darf, da diese Formeln ganz anbedingt gelten, so ist: 

«f«(2. 180° -h A) = - «m(180° -f- A) = + «« A, 

c?o«(2. 180° H- A) = — coä(180° + A) = cosA, 

/^(2.180° + A) = ^^(180° + A) = ^^A, 

cö^^(2.180° + A) = co«^C180°H-A) = (?otyA [vgl. (14)]. 

Wie man hier weiter ^ehen kann ist klar. Allgemein ergibt 
sich so: 

^m(n.l80°-f-A) = ±«wA, <?ö«(n. 180° + A) = ± coä A, 
/^^(n.l80° + A) = <^A, co^(7(n.l80° + A) = (?o%)rA, (160 

in welchen Formeln die obern Zeichen gelten , wenn n eine gerade, 
die nntern, wenn n eine ungerade Zahl ist (n ist immer ganz und 
positiv). Also auch: 

«nn.l80°r=0, ^ö«n.l80° = ± 1, 
<^n.l80° = 0, co/^n.l80° = QO. 

§. 12. 

Allgemeiner Beweis für sin (a + b) u. s. w. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Formeln des §. 9 gelten, 
a und b mögen was immer für Winkel seyn. Zu dem Ende unter- 
scheiden wir die folgenden Fälle. 

1) Sey a ^gQO, ^^^qo, und a + b natürlich < 180°, 

aber > 90°. Setzen wir nun a = 90° — a', b = 90° — b', so sind 
a' und b' unter 90°, und es ist a + b = 180° — (a' 4- b'), also da 
a-hb>90°, jedenfalls a'-hb'<90°. Für die Summe a'-f-V 
kann man also die zwei Formeln (9) und (10) anwenden. Aber es 
ist «2wa = «m(90°— a') = t?OÄa', cötfa = (?05(90° — a') 

= sin a' , 8inh = sin (90° - b') = cosh', €08h = cos (90° — b') 
= «wb', also hat man [unter Beobachtung der Formeln (13)]: 

sin (a + b) = sin [180° — (a' + b')] = sin (a' H- b') = sin a' cosW 
H- C08a,'sinh^ = cosa,sinh + sinsLCOsh, 

cos (a- + b) = cos [180° — (a' + b')] = — cos (a' + b') = 
— cossL^cosh' -h «na'5«wb' = — *ma«wb -4- cos9.coshj 
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wodurch offenbar die Biehti^eit der Fonnelii (9) und (10) be- 
wiesen ist.^ 

^ <90** ^<180*' *"^"^<180*" 

b = 90*H-b', b'<90*, a-+-b = 90*4-aH-b', aH-b'<90*. 
mib = TOI (90* -h b') = cosh', eosh = cos(90^ + b') = —smV ; 

also 8inV= —coah^ cosV=smh, 

«n(a ^b) = rin [90*H- a + b'] = cos (a + b') = eoss^eosh^-r 
sin2L9inh'=€0Sümnh — mn2k.{—eosh) = co^arnib+nViaco^b. 

€08(9. 4- b) = €08(90^ -+- a -j- b') = — «n (a H- V) = — miskcosh' 

— ^o^amib'^^ — Mna^mb — eassL^ — eosh) = — stnasinh 
-heosskcash. 

^^ *<90®' ^<180"' *"^^<270«' 

a = 90«-a', b = 180*^-b', a'<90«, b'<90*; 
a + b = 270«-(a'4-bO, a'4-b'<90« 
sinsL=^coa9L\ co89=^sinvL\ 8in\>=^sinh\ cosh =^ — cosh' i 
ainsL* = cossL^ cosBf ^^sin^, «nb' = «enb, cosW = — coah. 

sin (a + b) = sin [270« - (a' + b')] = — cos (a' + b') = 

— cosB,' eosh' -h ^na'«mb'= — «na.(— cosh) + cossksinh 
^^sins^cash-hcossLsinh. 

cos (a + b) = cos [270" - (a' 4- b')] = — «n (a' -h b') = 
— sina/cosV — (;0«a'«mb' = — cossk.{ — cosh) — «ma^nb = 
cos^cosh — TOia^nb. 



* Die Fonneln (9) und (10) des §. 9 sind nur unter der Yoranssetznng be- 
wiesen, dass die Summe a + b <^ 90^ ; für nnsem Fall ist diess nicht mit der Summe 
a+b» wohl aber mit a'+b' der Fall, so dass für letztere die genannten Formeln 
gelten. Da wir aber schliesslich Resultate erhalten, die identisch sind mit den in 
i, 9 erhaltenen, so erhellt daraus die Richtigkeit jener Formehi, auch wenn a+b 
>90^ 

** Liegt a zwischen 0^ und 90^ b zwischen 90<^ und 180^ so kann a + b 
zwischen 90® und 180^ oder zwischen 180® und 270® liegen; wir trennen diese 
FAlle hier sowohl als im Folgenden. Die übrigen Angaben bedürfen wohl einer 
weitem Erlftntemng nicht, da sie sich ganz von selbst ergeben, wenn man die 
Formeln (13) beachtet Da man Jeweils fOr stn (a + b) und cos (a 4- b) genau die 
Fonneln (9) und (10) erhAlt, so sind diese eben damit bewiesen. 
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s 

'' < 180»' < 180"' *■*"'*< 270*' 
a = 90» + a', b = 90"' + b', a' < 90*. b' < 90*; 
a + bslSO' + Ca' + bO, a' + b'<90«. - 

smsL = co8B,\ co82k:= — sinsk'f sinh=^€Osh\ oo«b=— «nb'; 

&inB,'= —cosa, eosa' ^^sintk^ «nb' = — cosh^ ca*b'=«nb. 

sin (a + b) = sin [180* + (a' + b')] = - «w (a' -+- b') = 

— sinsk^cosh' — <?ö«a'«nb' = — ( — C08i)sinh — ma( — ca*b)=: 
cosaeinh -h sinsicosh, 

cos (a + b) = cos [180* -h (a' -h b')] = — eos (a' -h b') = 

— cossL^cosh'+sin&'sinh'^ — sintL.sinh-h (— üo«a)(— co«b) 
= — sinsLsinh + cossLCOsh. ^ 



^ <180®' ^<180®* *"*"^<360 



a=180*^ — a', b-=180«-b', a'<90^ b'<90*; 

a + b = 360«-.(a' + b'): a' + b'<90^ 
sind, =8inaL\ cosa = — co8B,\ sinh =«nb', cosb = — ^ co«b'; 
«2na' = «wa, co8Bf=--oos^ «nb' = «nb, CMb'=— co«b. 
«n (a + b) = sin [360* - (a' + b')] = - «Vi (a' + b') = 

— *ma'(?o«b'— <Jo«a'«wb'= — «wa(— cöÄb) — (— (?o«a)«nb= 
sin a CO« b H- cos a «nb. 

c?öÄ(a H- b) = CO« [360® -- (a' + b')] = co«(a'+bO = <?<>« a'co«b' 

— «na' «iwb'= (— co«a) ( — co«b) — «wa sinh = co«a co«b 

— sinKsinh. 

Für alle Winkel anter 180® haben wir also die frag- 
lichen zwei Formeln bewiesen» so dass wir noch za zeigen 
haben, dass sie auch gelten, wenn einer oder der andere 
der zwei Winkel >*180® ist. 

6) Sey a zwischen 0® und 180®, b zwischen 180® und 360®, 
so setze man b=180®4-b', wo also b'< 180®, und hat a-f-b=180® 
4-a-f-b', wo a und b' beide kleiner als 180* sind. Nun ist (§. 11): 
sin\>:= — «mb', <?o«b= — co«b'; «mb'=— «nb, co«b'= — co«b. 

Alsdann nach dem Vorigen: 
««n(a -h b) ==«n [180® -h a-i- b'] = — «n(a4-bO= —sins^eosV 
•— co«a«enb'=;— •«iwa(— co«b) — co«a(— «wb) ^sin^kcosh 
4-(7o«aMnb. 
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C08(a, + b) = coä[180"+ a-f b'] = — cos(sl + b') = — cossicosh' 
-f- sin a sin h^ = — cos a ( — cos b) •+- sin a (— ww b) = cos a (?öä b 

— sinsLsinh. 

7) Seyen weiter a und b Winkel zwischen 180° und 360 ^ so 
setze man a = 180 ° + a', b = 1 80 ° 4- b', 

also a' < 180°, b' < 180«, a + b = 360° + (a' + b'), 
so ist nach §.10: 

sina, = «in (180° + a') = — • «ma', cosa, = cos(l80'^ + a') 
= — cosa.\ sinh = — sinh\ cosh = — cosh^ ; 

sin a' = — sinß. , cos a' = — cos a , sin b' = — sin b , 
^o«b'= — cosh. 

Ferner : 
sin (a 4- b) = sin [360° + a' -h b'] == sin (a' + b') = sin a' co« b' 

. + cos a' 5^n b', 
indem diese Formel gilt, wenna'<180^ b'<180°. Setzt man 
hier die gleichgeltenden Werthe, so erhält man: 
sin (a+b) = ( — sin a) (— cosh) + (— cos a) (— «^nb) = «^na cosh 
-h cos ^ sinh. 

Eben so: . " 

cos (a + b) = cos [360° -f a' + b'] = cos (a' + b') = cos a' (?<?« b' 

— sin Bf sinh' = (— cosa,) ( — co« b) — (— sin a) (— sinh) 
= cos a CÖ5 b — sin a 5tw b. 

Die Formeln für sin (a+^b), cos(a,-\-h) sind nunmehr 
für alle Winkel, die kleiner als 360° sind, erwiesen. 

8) Seyen endlich a und b ganz beliebige Winkel, so kann man 
immer setzen 

a=:n.360°4-a', b = m.360° + b', 

wo n, m ganze positive Zahlen (selbst Null), a', b' unter 360° sind. 
Alsdann ist a H- b = (n 4- m) 360° + a' + b' und (§. 10): 
sin a = sin a', cos a = cos a', sin h = sin b', cos h = cos b'. 

Ferner, da a', b' unter 360° sind: 
sin (a + b) = sin[(n + m) 360° + a' 4- b'] = sin (a' + b') = 

sin B,* cos b' 4- cos Si'sin b' = sin a cos h 4- cos a sin h , 
C08(sk 4- b) = cos[(n 4- m) 360° 4- a' 4-^1 = co«(a' 4- b') = 

cos a' cos b' -— sin a' sin h* = cos a <?oä b — sinsk sinh. 
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Damit sind die Formeln (9) und (10) in §. 9 für alle 
möglichen Winkel bewiesen. * 

Die Formeln (11) and (12) des §.9 folgen aber anmittelbar 
aas (9) und (10); also gelten alle vier Grundformeln des §.9 für 
beliebige Winkel, natürlich unter der Voraussetzung, dass man nach 
§. 10 die gehörigen Vorzeichen für die vorkommenden trigono- 
metrischen Funktionen setze, wodurch wir eine Bestätigung 
der richtige^ und nothwendigen Wahl der Vorzeichen er- 
halten haben. 

§.13. 

Berichtigung nnd YeraHgemeinerung der Formeln des §. 5. 

Aus den Formeln (13) und (14) des §. 10 geht unmittelbar 
hervor, dass, was auch immer der Winkel A sey, man habe: 

8in^A-\- €08^ A = l, tffAeot(/A=^l.** 

Dagegen werden die Formeln des §..5 nicht geradezu gelten. 
Bei den dortigen Quadratwurzeln haben wir jeweils nur das positive 
Zeichen beibehalten, weil wir dort natürlich die trigonometrischen 
Funktionen geradezu als positiv ansehen mussten. Auf unserem 
jetzigen Standpunkte werden jene Formeln heissen: 

8mA=± Vl-^^'Ä =:± ^^^^- - = ± -— =L„, 

€08 A = ± Vi — sin^A = ± r . = — i ; , 

Yl-i-tff'A YY^otff'A 

sinA , Vl — cos'^A 1 

tgA— ± —7 z=L±_-^ 1= — - — -, 

yi — «m^A <^o^^ cotgA 
iVl— Äm'A_ . cosA 1 



cotgA = ± . ■ ^± 



sinA Yl—co8^A ^9 ^' 

worin nun die Zeichen so zu wählen sind, wie es A erfordert. 

So hat man denn : 



* Ein auf andern Grundsätzen beruhender Beweis dieser Sätze findet sich in 
meiner „ebenen Polygonometrie** (Stuttgart, Metzler) §. 5, S. 11 ff. 

♦• Z. B. »»* (270° 4- a) + eos^ (270'> + a) = cos^ a + «n* a = 1 , 
f^(270<*H-a)co«^(270°+a)=: (- eotgz) (- ^^a) = eotpvLt^tk= 1. 
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^wA = 



8inA 



sinA. = — 



€08 A = 
C08A = 



V 
-V 



coaA = 4- 



co<A = — 



eo8A = + 



C08A= — 



tffA = + 



V 



V 



V 



V 



V 



tgA=- 



tffA = + 



tgA=- 



cotgA = + 






—cos^A 




-i-COtff A 



— sin^A 



— sin^A 
1 



1 



cotffA 



-{-cotg^A 
cotgA 



-hcotff^A 
sinA 



—ain^A 
einA 



—sin^A 



—cos^A 



€08 A 



€08 A 

8inA 



wenn A im ersten od. zweit. Qaadr. liegt; 
„ „ „ dritten „ vierten „ 



w » « 



» 



« 



ersten ^ vierten „ 



„ „ „ zweit. „ dritten „ 

^ ^ „ ersten ^ zweiten ^ 

„ „ „ dritten „ vierten ^ 

„ ^ „ ersten „ vierten „ 

„ ^ n zweit. ^ dritten „ 

„ „ „ ersten „ vierten „ 

n n n zweit, n dritten „ 

n ^ n ersten „ zweiten „ 

„ n „ dritten ^ vierten „ 



yy n ersten » vierten 



„ „ zweit. „ drittep 



n ^ n ersten ^ zweiten ^ 



„ „ dritten „ vierten „ 



„ ^ ersten ^ vierten „ 



« > 



« > 



»» > 



"W > 



» > 



W 9 



•n 9 



« 9 



n 9 



n 9 



n 9 



n 9 



n * 



n 9 



n 9 
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cotgK = — ^ — ;— 7 , wenn A im zweit, od. dritten Qaadr. liegte 

^ , «wA 

cotgA = -4- . * =, ^ » » ersten „ zweiten „ 

yl— CM*A 

€otffA = . =, „ „ ^dritten „ vierten „ 



W 9 



Vl-(?o«'A 



« > 



§. 14. 

Fonneln für «»n» eo«, tg, eotg von a — b. Verallgemeineniiig der Fonneln (13). 

_ • 

I. Da man allgemein hat: 

sin (A + B) = sin A cosB -4- cosA sinB, 
co«(AH-B) = cosAcosB—sinAsinBf 

so setze man hier A = b»B = a'-b, wobei a und b willkürlich, je- 
doch^^zunächst a > b. Alsdann erhält man A + B = a, also: 

sinsi = sinhcos(sk — b) + coshsin(a, — b), 
cossk = coshcosQaL — b) — sinbsinia, — b). 

Man maltiplizire die erste dieser Gleichungen mitco^b, diä 
zweite mit sinh and sabtrabire dann die zweite von der ersten, so 
erhält man: 

^naco^b — cosAsinh = (<?o«'b -f-«n'b)«m(a — b), 

also weil immer cos^h H- sin^h = 1 : 

svn a cos b — ^o« a^^nb = sin (a — b). 

Dessgleichen mnltiplizire man die erste mit ^nb, die zweite 
mit cos\i nnd addire beide: 

^'na^enb H- cos9kCos\^ =■ (sin^h 4- cos^b)cos(ak — b) = cos(2i — b). 
Man hat also 

sin^SL — b) =sinsLCOsh — cossisinhj ) 
€os(sL — b) = cossLCOs b 4- sinasinh. ( 

Hierans folgt nun 

sin(s^ — ^) sinsLCOsh — cos ^ sinh 

ig (a — b) = -. rr = t—, ;— T-r » 

cos(jBk — b) cos^kcosh-^sin^ksinh 
oder wenn man Zähler nnd Nenner durch cos^kcosh dividirt: 

fey(k-b) = /^V^f, ; (17) 
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Eben so : 

IN cosCh — h) cossLCOsh-^-sinasinh 

cotgCa. — b) = . - - — r;:=- r t-t, 

sin{a, — b) 8inB,cosD—'C08 3i8inD 

und indem man Zähler und Nenner durch sinsisinh dividirt: 
<7ö<ör(a — b) = — f-— -^ — . (170 

Die vier Formeln (16), (17) und (17') gelten für alle mög- 
lichen (positiven) a und b, freilich noch unter der Bedingung, dass 
a>b. (Vergl. §.15,11.) 

IL Man wird sich nun leicht überzeugen, da'ss die Formeln (13) 
für jedes mögliche a ebenfalls gelten. Hat man z.B. ^öä(180®— a), 
so setze man in (16) 180® für a, a für b, und hat: 

-<?O5(l80° — a) =^€osl80^ .cos SL-\- sin 180^, sin a. = (— l)cosa,-\- 
. sin a = — cos a. 

Um Am (270 '^ + a) zu erhalten, setze man in (9) des §. 9: 
a = 270^ afürb und hat: 

«m(270" + a,)=sin270^.cosa -f- co8270^.8in a =X— 1) cosA-h 
. sin a = — cos a u. s. w. 

Benützt man die Ergebnisse des §. 8 und 9, so kann man mittelst der Formeln 
(16). leicht noch die trigonometrischen Funktionen einer Anzahl weiterer Winkel 
ableiten, was wir jedoch dem Leser überlassen woUen, indem wir blos die Ablei- 
tung andeuten. Man findet nämlich die trigonometrischen Funktionen des Winkels : 

3^, wenn a = 15^ b = 12^ wodurch dann auch die von 87®, 

6«, „ a = 18^ b = 12«, „ „ „ „ „ 84«, 

9«, „ a = 27«, b = 18«, „ „ „ „ „ 81«, 

21«, „ a = 36«, b = 15«, „ „ „ . „ 69«. 

24«, „ a = 36«,. b = 12«, „ „ „ „ „ 66«, 

33«, „ a = 45«, b = 12«, „ „ „ „ „ 57«, 

. 39«, „ a=;54«, b=:15«, „ « « « „ 51«, ' 

so dass man, in Verbindung mit dem in der Anmerkung zu §. 9 Gesagten , die tri- 
gonometrischen Funktionen aller Winkel von 3« zu 3« kennt. 

Wir haben in dem Seitherigen nur sin , cos , tg , eotg der Summe oder Diffe- 
renz zweier Winkel betrachtet. Wollte man dieselben für drei, vier, . . . Winkel 
haben, so unterläge diess keiner Schwierigkeit; so wäre z. B. 

«i»(aH-b-Hc) = «maco«(b+c)-f-<Jö«a«iw(b-hc)=«t«a[tfo«bco«c— n»b«wic] 
•+■ eo8 a [sinh eosc-h cot b 8inc\ = sins^eosh eosc — ^a ^b «ine 4- 
eo8 a Hnhcoe c + cos a cos b sin c , u. s. w. 
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§. 16. 

Negatire Winkel. YeraUgemeineningen. 

I. Es bleibt nns, zur theoretischen Yervollständigang unserer 
hier gef&hrten üntersQchungen , noch der Fall negativer Winkel 
za betrachten übrig. Solche kommen in der Rechnung vor und^ 
gegenüber den Verallgemeinerungen der Algebra, müssen wir sie 
hier ebenfalls einfuhren. Wollte man sie zeichnen, so müsste man 
etwa in §. 10 von AC aus in entgegengesetzter Richtung sich be- 
wegen, als dort geschehen. Das Verhalten solcher negativer 
Winkel, wie — A, lässt sich jedoch immer am besten daraus 
finden, dass ein Zuzählen oder Abzählen von beliebig viel 
mal 360^ zu einem Winkel an den Werthen der trigono- 
metrischen Funktionen Nichts ändert. Dieser Satz, der in 
§.10 nur für positive Winkel ausgesprochen worden und auch dort 
nur für das Zuzählen, ist leicht einzusehen. Ein^ Zuzählen von 
360® bringt die Seiten eines Winkels in dieselbe Lage, wie sie vor 
dem Zuzählen war, gleich viel welches diese Lage gewesen ; wieder- 
holtes Zuzählen bringt immer wieder dasselbe hervor. Dasselbe 
gilt von dem Abzählen. 

Man hat also, wenn n eine positive ganze Zahl so, dass 
n.360''>A: 

sini — A) = 8in(n . 360® — A) = — ^n A, 
€08 i— A) =± €08 (n . 360® — A) = +-(7o«A, 
I5^(-A)= «^(n.360®-A) = - tffA, 
cotg (— A) = Cö<^(n.360® — A) = — cotgAy 
wie sich aus §. 14 und §.10 sofort ergibt. 

n. Hieraus folgt nun zunächst , dass die Formeln in §. 1 4, 1 
auch gelten, wenn b > a. 

Denn es ist dann a — b=: — (b — a), wo b — a>0 (und a, b 
beide positiv). Also ist 

sin (a — b) = wn [— (b — a)] = — sin (b — a) 

= — [sinh €08 A — oosh sinai] = sinsk oosh — €082k sinh ; 

cos (a — b) = C(?« [— G> — a)] = cos (b — a) 

= cosh €08 2k + sinh sina, = cosa^ cosh H- sinsi sinhy 
woraus dann unmittelbar die Formeln für <^(a — b), (?o^^Ca — b) 
folgen. 

Dienger, Trigonometrie. 3 
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IIL Es lässt sich nunmehr leicht zeigen, dass alleseithe- 
rigenFormeln auch gelten, wenn die Winkel negativ sind. 

Will man den Beweis f&hren, so genügt es» die Formeln für 
sin und cos von a + b zu betrachten. Die beiden Formeln für 
«Vi (a — b) und cos (a — b) folgen aas den erstem, wenn man — b 
für + b setzti Denn dann heissen dieselben 

sin (a -T b) = sina. cos (— b) -+- <7ö«a «w (— b) 

= sinA cosh — cos^sinb , 

cos (a — b) = cos a cos ( — b) — «ma sin ( — b) 

= cos a cosh ■+■ sin a sin b , 

nnd sind, nach dem was wir jetzt gesehen haben, Tür positive Winkel 

allgemein richtig. In den Formeln för sin (a + b) und cos (a -4- b) 

kann einer, oder beide Winkel negativ sein. 

Sey b negativ, gleich —b' so ist 
sin (a 4- b) — sin (a — bO = ^n a cos h' — cosdisinV 
= Mwaöö«(— bO 4-cöÄa«n(— bO 
= sin^cos b -¥ cos a sin b ; 
cos (a -4- b) = cos (a — b') = cos a cos b' + «na sinh* 
= cos2kCos ( — b') — siM, sin (— b') 
= cos a cosh — sin a sinh. 
Sind a und b negativ, so sey a = — a', b = — b' und man hat: 
sin (a + b^ = «w [— (a' 4- b')] = — sin (a' •+- b') 
= — [sin a' cos b' -f- cos a' sin b'] 
= sin (— aO cos (— bO 4- cos (— aO«n (— bO 
=zsin2iC08h-^ cos dL sinh; 
cos (a 4- b) = cos [— (a' + b')] = cos (a' + b') 
= cos a' cos h' — sin a' sin h' 
= cos (— a') cos (— bO — «n (— a') sin (— b') 
= cos a cos h — «na sin b. 

§. 16. 

Formeln für nn 2 a , «o« 2 a , nn a + Mn b n. s. w. 

« 

I. Aus den bis jetzt abgeleiteten Formeln ergeben sich in leichter 
Weise eine Menge anderer, wovon wir einige ableiten, die übrigen 
dem Leser zur eigenen Uebnng vorlegen wollen. Die hier nun er- 
haltenen Formeln gelten natürlich fßr ganz beliebige (positive oder 
negative) Winkel. 
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Ans der Formel (9) in §. 9 folgt, wenn man b = a setzt: 

«m2a = sinh.cos a + co8A.sinh = 28inh€08Sk. (19) 

Setzt man in der dortigen Formel (10) dessgleichen b=:a: 

008 2 a = €08 a . €08 a — 8insL. 8in a = co8^ a — ^n' a. (20) 

Setzt man in (20) coa'a = 1 — «w'a, so ist 

€082b.= 1 — 8in^Sk — sm^SL= 1 — 2^n'a, (200 

nnd wenn man 8tn^ ^= 1 — co^'a setzt: 

co82b, =zco8^ak — (1 —- co8^sl) =(?o«'a— 1 + <?o«*a 

= 2£?öÄ'a~l. (20") 

Ganz eben so folgt aus (11) und (12): 

^ - 2tg3i ^ - co^flr'a— 1 ,__^ 

tg2^=:- ^-^-, co«flF2a= — f— . (21) 

^ l — tg^a, ^ 2cotff9, 

Aus (200 und (20'0 folgt nun umgekehrt: 

2«2n*a= 1 — <7öÄ2a, 2co«'a= 1 +(?ö«2a, 

, i/l— cö«2a , •i/H-<7o«2a 
sina, = ± y r , <?o«a = x y ^^ > 

in welchen Gleichungen das Zeichen so zu wählen ist, wie es ^na 
oder co8^ verlangen. 

Man kann diese Formeln auch etwas anders ausdrücken. Setzt 

A 

man nämlich a = — , so ergeben sich die folgenden Formeln: 

«wA=2««w— CO«— , co8Jk.='C08^'^ — 8%n*--^\'-l8in — ^ 

<v A ^ ,A - 



(22) 



=2coa'— — 1, <^A= -T-,cotgA.-= . , 

A A 

2^w*— =1 — cöäA, 2(?o«*— = 1 -+-cöaA, 



. A ^ -i/l — öö«A A . 1/1 + 



008 A 

*my = ± V —2 ' co8-^±y 2 • 

IL Die Addition der Formeln (9) und der ersten (1-6), (10) und 
der zweiten (16), so wie die Subtraktion derselben gibt ganz un- 
mittelbar: 



3 



* 



3 6 Formeln für sin A + m B u. s. w. 

sinisL -f- b) -f- 8tn(B, — b) = 2 sins, coshy 
sin (a -h b) — sin (a — b) = 2cosaLsinhy 
eos(3L -+- b) + cos (a -— b) == 2eossi.cosh , 
eöÄ(a + b) --ööÄ(a — b)= —2sinB,sinh. 

Setzt man in diesen Formeln: 



(24) 



A-f-B , A-B , _^K Ä K Ti 

a = — - — , b= — - — , alsoaH-b=A, a — b=B, 
2 2 * 

80 erhält man : 

sinA-\rsinB = 2si7i( — - — jcosi — - — j, 

stnA — sinB = 2cos{ — - — jszni — - — I, 

€osA'hcosB = 2cos( — - — jcosi — - — j, \ (25) 

cosA — cosB = — 2sin ( — - — j sin ( — r — j , 

= 2szn[—^)stni^-^^). 

ni. Diess sind die wesentlichsten Formeln, die wir später be- 
nützen werden. Wir legen dem Leser zur Uebmig eine Reihe weiterer 
ohne Beweis vor. 

1-^C0s2b, l-\-C0s2si , 1 — €0S2SL 

tff^=^ r-r; , €0tg3i,=^ — 7-7: , tg n, = z r-, 

^ fim2a ' ^ ^m2a ' ^ l-\-cos2aL 

, , ' l4-<?o«2a 

cofg*a, = -z zr- . 

^ l—cos23k 

tff2a.= — — , OTn2a= - , ^ , , C082a = . , /. , 

. - 2cotga, _ cota^ sl — 1 

«^r^2a=7-- — ^j— , cos2a = —^ 7. 

l-hcotg^a, cotg'aL-hl 

l — (sinisL — cosHy , co^Ha — «fn'ia 

^ cos^^SL — sin^^B, ' ^ l — (sin^SL — cos^ai)^* 

l + «ma = 2^nn45'-!-^a), 1 — Äma = 2t?o«'^(45" + ia), 

1-^^wa ^2...o^i\ . l-^^H45°~ia) 

r : — = tg"" (45® 4- i a) , ««wa = , , fjrAt^o — hi* 

1— «wa "^ 1 -i-/!^'(46® — Ja) 
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[±||=.^(a+46«)=c.^(46'-a). ^|^ = .o.^(a + 46«) 

= ^(46«-a), H-^»a = ^. H-co%,»a=^. 

1 — <j<wa , , a 2i^(46« — Ja) . . . 

——-^tg^ig-, co*a = -j-^-^^^j^;,-^.««a + ..,a 

= V2 •»«« (45* + a) , C089. — «na = V2«n(45* — a). 
, , «in(aH-b) . , , «in(a — b) 

«2w(a + b) ^ ^ , m(b— a) <flfa — ^b «m(a— b) 

9392a^9%D 92na^nb ^a + ^^b ^9n(a+b) 

^^^ :r-r = -r-;^ r , «m a — «w b = «n(a -H b)«2n(a — b), 

cotga.'hcotff b smip-i- a) 

coa^a, — aoa*b = — »in (a + b) «n (a — b), eo8^ a — «w* b 

,. , ,. «ina-H^mb tgiisL-hh) cosa-hcosh 
=(?ö«(a+b)cö«(a— b), -^ n: = rT7 TT» r = 

— T^77^^^^^yC08i3L—h^ 

COS (a — b) — sin (a -H b) = 2sin (46®— a) cos (b-f-46*^), cos (a+b) 
+ «m(a— b)=2««w(46®+a)<?<?5(45®-l-b), co«(a4-b)— «n(a— b) 

= 2Äm(45^-a)(?(?Ä(45®-~b), ^^'>>^-^^^b (a h- b"). 

cö« a 4- (?ö^ 

' cö^a — cosh , , ,, ^ , , , (?0Ä (a H- b) 

— ; ; — 7-^ = ^ 1 (b — a) , co^flr b — ^öf a = : — r— r- , 

stnaL + smo ^ * ^ ^ cos a, sin h 

^ , . ^ cosisk — h) ^2 u 2^ «n(a4-b)«n(a — b 

cosskstnh cos tkcos^b 

, . . . , cos (a — b ) ; .\ <?ö«(a + b) . 3 ^ 2u 

_ gog(a + b)cQg(a — b) <?ö/|^a + ^^b __ . , , tg^B. — tg^b 
"~ co«'aco«'b ' <^aH-co^^b ~^^^*^ ' 1 — ^^'a <^^ 

= ^(aH-b).^(a-b). ;;^C^;t - 1 = ^ (a + b) ^ (a - b). 

« 

ä/w a cö« a 4- «m b cöä b = ä/w (a + b) cos (a — b), sin a cos a — sin b co« b 

i- . 1.N . ^ IN «2n(a + b) {?o«Ka + b) «2w(a4-b) 

= Cö«(aH-b)«2n(a— b), — ; — -,— = — f- — , -; — - 

szn a -H «ewb co«4 (a — b) sin a — sin b 
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= -7-7-7 TT » if^ i (a + b) 4- <a 4 (a — b) = ; r » 

sin{ (a — b) ' ^ ' ^ ^ co« a + co« b 

2 sinh . 
i^Ka + b) - *^Ka-b) = ^-3^^:p^. 

45ena«2wbÄ/wc= — «2w(a+b+c) + «m(a+b— c)+«in(a— b-Hc) 

+ ^m ( — a + b 4- c) , 
«ma + «nb + «enc = ^w (a 4- b + c) + 4 8in\ (a+b) sin\ (a4- c) X 

Acoasi eoah cos c =^ cos (a +* b + c) + cos (a -i- b — c) -+- cos (a— b-i-c) 

4- CO« ( — a -+■ b 4- c) , 
coÄa4-co«b-l-cö«c = — (7<?«(a4-b4-c) 4- 4co«J(a4-b)<7öÄj(a-i-c) X 

(?o«J(b4-c), 

<j(?«*a + cos^h 4- co^'c = 14- 2cö«a<?o«b <7ö«c — 4 wn J (a4-b4-c) X 
^«K^« + b — c)ÄewJ(a ~ b 4- c)«mt(— a4- b 4- c), 

, . jww (a H- b 4- c) 

§. ir. 

Uebersioht der Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen. 

Wir haben im Vorstehenden die Yerhältnisse der vier trigono- 
metrischen Funktionen ganz vollständig untersucht und gesehen, 
dass die Grundeigenschaften derselben die folgenden sind: 

1) Die Grösse ^nA ist eine periodische Grösse, deren 
Periode 360^ ist, d. h. sobald A um 360® zugenommen hat, erlangt 
sinA seinen vorigen Werth wieder; nimmt A nur um 180® zu, so 
erlangt allerdings sinA auch denselben Werth, er ist aber von ent- 
gegengesetztem Zeichen. Ist A negativ, so hat sinA den entgegen- 
gesetzten Werth von dem, den es für denselben positiven Winkel A 
hatte. Es sind diese Beziehungen in den Gleichungen: 

«n(A4-360®)==5mA, «fn(A+ 180°) = -«nA, 

sini - A) = — sinA 
ausgesprochen. 

Die Werthe von sinA schwanken zwischen — 1 und 4- 1, ohne 
diese Gränzen je überschreiten zu können. 

VonO® bis 90*fiir A geht der Werth des sinA von zu 4-1 ; 



Uebersicht der Eigenschaften der trigonometrischen Funk^onen. 39' 

läuft A von 90° bis 180^ so kehrt sinA vou + 1 zu zurück; fär 
180® bis 270° geht dann einA von bis — 1, und wenn A von 
270° bis 360° fortgeschritten, so ist^mA von —1 bis gewachsen. 
Von da an wiederholt sich derselbe Verlauf. In negativer Richtung, 
also von 0° bis - 90°, — ISO*, -270°, - 360° geht sinA vpnO 
zu — I, 0, -Hl, 0. 

Es ist allgemein, wenn n eine positive, ganze Zahl: 
wn(n.90°-f A) = sinA, wenn n von der Form 4m, 

= cosA, „ n „ „ „ 4m + 1,* 
= — MnA, „ n „ „ „ 4m-H2, 
= --(?ö5A, „ n „ „ „ 4m -1-3. 
Dabei ist 

Mn(-n.90° + A) = — 5?w(n.90°~A), 
wo«m(n.90° — A) aus den vorigen Werthen gefmiden wird, wenn 
man ~ A für A setzt. Also ist in den vier Fällen: 

««n(— n.90°-l-A) =«nA, — cosAt — «enA, cosA, 

2) Die Grösse cosAist eben so periodisch und die Periode 360°; 
für 180° Zunahme verhält sie sich wie sinA; fiir ein negatives A 
aber erlangt sie denselben Werth wie für ein positives. Also 

cosdA + 360°) = €08 A, cosiA -H 180°) = - cosA, 

Die Werthe von cosA schwanken ebenfalls nur zwischen — 1 
und -Hl. 

Läuft A von 0° durch 90°, l80°, 270°, 360°, so igeht cosA 
von 1 durch 0, —1, 0, -Hl; geht A von 0° durch —90°, 
— 180°, — 270", — 360*, so geht cosA ganz wie vorhin. 

Man hat, wenn n eine ganze, positive Zahl: 

Cö«(n.90°-H A) = cosA, wenn n von der Form 4m, 

~— .^mA, „ n „ „ „ 4m -Hl, 

= — €08 Ay „ n „ „ „ 4m -H 2, 

= 8inA, „ n „ „ „ 4m -H 3. 
co«(— n.90°-HA)== (?o«(n.90° — A), 
also hat in den vier Fällen 

co«(— n.90°-HA) die Werthe cosA, sin Ay — cos Ay —sinA. 



* D. h. wenp n, durch 4 dividirt, 1 übrig lässt. 
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3) Die Glossen tgK nnd ^o/|^A sind periodisch und ihre Periode 
istlSO^ Für negative A erifingen sie die entgegengesetzten Werihe 
wie für positive; man hat also: 

f^(A-l-180") = ^A, <?ö<^(A+ 180*0 =öo^M» 
tgi— A) = — tgA^ ^cotgi— A) = — cotgA. 

DieWerthe dieser Grössen schwanken zwischen — oOund -H oo. 
Läuft A von durch 90% 180®, so geht tgA von durch + QO," 
springt dann (bei 90®) zu — oo, und läuft wieder bis 0; cotgA geht 
von + qO zu 0, — qO, wo diese Grösse dann Cbei 180®) von — oo 
zu + QO überspringt. 

j. r OAO . A^ a A / ^6^° ^ von der Form 2m, 
c?ö/;^(n.90® + A)=co<^A, j 

^^(n.90®-HA) = ^ cotgA, \ • 

^ r n/%0 .AN . A } wenn n von der jorm Zm+ 1, 

cöif^(n.90° + A)= — ^^A, j 

(?d/|jr(— n.90® + A) ist ^cotgA^ —tgA j 



Zweiter Abschnitt. 

Berechnang der trigonometrischen Funktionen. Tafehi 
derselben und Benützung dieser Tafeln. 

§.18. 

Möglichkeit der Berechnang. Tafeln. 

I. Aus den im ersten Abschnitte ans einander gesetzten Lehren 
folgt, dsss man nur die trigonometrischen Funktionen alier Winkel 
zwischen 0® and 45^ zu kennen brauche, um sofort die Werthe der- 
selben fär alle andern Winkel zu erhalten. Es folgt diess ganz 
unmittelbar aus der Ansicht der Formeln (8) und (13) in den §§. 7 
und 10. Wir werden uns also zunächst mit dieser Aufgabe zu be- 
schäftigen haben. In §. 8 haben wir allerdings bereits für einige 
besondere Fälle die trigonometrischen Funktionen gefunden; dieselben 
können aber natürlich nicht genügen, da wir, des Gebrauchs wegen, 
die trigonometrischen Funktionen aller zwischen uad46® liegenden 
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A. 3 



Winkel kennen müssen. Um die Berechnung dieser Fonktionen, 
oder vielmehr die Möglichkeit derselben, uns klar zu machen« wollen 
wir den nachstehenden Weg einschlagen. Wir bedürfen dazu des 
folgenden, in der Geometrie erwiesenen Satzes: 

Ist C ein Winkel kleiner als 90 ^ BD ein 
mit dem Halbmesser CB = 1 zwischen seinen 
Seiten beschriebener Bogen, dessen Länge wir 
mit arcO* bezeichnen wollen; sind DA, BE 
senkrecht auf GB, so ist 

AD < arcC, BE > ar(?C. 

Da CD = CB = I und 

AD BE 

7q=- = «fwC, 57^ = ^C, also AD = ^nC, BE = ^^C, 

SO folgt hieraus unmittelbar: 

ffmC<arcC, tgOcurcC^ 
oder, wie man auch schreiben kann: 

ainC <€urcG <tgG. (26) 

Daraus folgt ferner, weil tgC = — 7;:: 

F^<1> j^>C08C, 1> — p^>CO«C.** 

arcC arcu arcC 

Lässt man nun C kleiner werden, so wird cos C mehr und mehr 

gegen 1 gehen. Da nun ^ immer zwischen 1 und cos C ent- 

halten ist, diese zwei aber mehr und mehr einander gleich werden: 
so wird folglich der genannte Bruch mit abnehmendem C gegen 1 
gehen.*** 

Da weiter vermöge der Beziehung (26) arc C immer zwischen 



* ore sind die Anfangsbuchstaben des Wortes arctu, das Bogen bedeutet. 

Wir wählen absichtlich das fremde Wort, um die Bögen sn bezeichnen , die zum 

BD 
Halbmesser 1 gehören. Wftre r der Halbmesser» so wäre arc C = — . 
' r 

** Das heisst also;: — - liegt seinem Werthe nach immer zwischen 1 and eos C« 

areC 

*** Man sieht leicht, dass im Grande diess darauf zurückkömmt, dass mit ab- 
nehmendem Mittelpnnktswinkel eines Kreises die Sehne desselben mehr und mehr 
sich seinem Bogen nfthert und zuletzt mit ihm zusammenfällt. 
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sinG und tffC liegt, so wird, in so ferne wir berechtigt wären, ainG 
.und tff G nahezu als gleich anzunehmen, die näherungsweise Gleich- 
heit von sinC und €MrcC in die Augen fallend seyn. Endlich ist 
klar, dass wenn einmal C klein genug ist, dass näherungsweise ^nC 
und ^^G als gleich angesehen iterden dürfen, diese Annahme für 
noch kleinere G noch mehr genähert richtig ist. 

IL Stellt AD die halbe Seite eines in den Kreis vom Halbmesser 
GB = r beschriebenen regelmässigen nEcks dar, so istBE bekannt- 
lich die halbe Seite des um den Elreis beschriebenen regelmässigen 

~ 1 qao 

Vielecks von derselben Seite^anzahl und es ist Winkel G = . 

n 

Daraus folgt dann: 

AD . 180« BE , 180» ,^ . 180* ^^ 180» 

r nr^n n' ^n 

ferner ist 

AG 180» .^ 180» ^-, 

— = C08 , AC =^r€Os , GB = r. 

r n n 

Die Fläche des Dreiecks AGD ist aber der 2 n"" Theil der Fläche 
des Vielecks im Kreis; eben so GBE der 2n*' Theil vom Vieleck um 
den Kreis. Erstereist: ' 



AG. AD r* . 180» 180 







2 2 n n 

also die Fläche des Vielecks im Kreis: 

^ r» . 180» 180» nr' . 360»^^ ,« .,n^^ 

2u. -T-8in .€08 =z~—8tn [§.16 (19)1; 

2 n n 2 n 

die Fläche des Vielecks um den Kreis ist 

^ GB.BE 2n.r' 180» , 180» 

2n.— ^— =:~2-^^-r="^^-r' 

in. Geht man nun vom regelmässigen Viereck im Kreise aus; 
so kann man bekanntlich leicht die Inhalte der 4, 8, 16, . ... Ecke 
in und um den Kreis berechnen* und erhält so für das regelmässige 

• Man vergleiche etwa: Legendre Geometrie, Buch IV, Satz XTV. Die 
hieher gehörigen Formehi sind: Seyen F, F' die Fl&chen des regelmässigen nEcks 
in und Um den Kreis; f, f die des regelmjfjssigen 2n Ecks in und um den Kreis 
so ist: 



FUtoben regelmtesiger Vielei^e in und «m den Kreis. 
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8Eck im Kreis: 2-8284271 r', um den Kreis: 3'313708&r', 



16 


» 


n 


r> 


3061 4674 r*, 


» 


fy 


n 


31825979r', 


32 


n 


n 


y> 


31214451 r», 


y> 


n 


w 


31517249r», 


64 


n 


n 


n 


3-1365485r', 


« 


« 


M 


3•1441184r^ 


128 


n 


n 


n 


3-1403311 r', 


w 


« 


n 


3-1 422236 r', 


256 


n 


n 


n 


31412772r', 


n 


n 


n 


3-141 7604r», 


512 


» 


n 


n 


314l5l38r', 


« 


« 


n 


3-1416321 r', 


1024 


n - 


» 


n 


3-1415729r*, 


« 


w 


n 


31416025r», 


2048 


n 


Y> 


n 


31 41 5877 r'. 


n 


» 


n 


31415951 r», 


4096 


n 


»^ 


n 


31415914r', 


n 


ji 


n 


3- 141 5933 r', 


8192 


n 


n 


» 


31415923r», 


n 


r) 


n 


3.1415928r», 


16384 


n 


n 


n 


31415925r', 


n 


M 


n 


3.1415927r', 


32768 


n 


» 


n 


31415926r', 


w. 


« 


» 


31415926r*, 


65536 




n 


n 


31415926r'. 

f-VFF'. f-^*"*" 








- 







' F-+-f 

£s folgt diess übrigens sehr leicht aas den im Texte angefiUirien Fonndn. 
Denn man hat: 

■ nr= . 360*^ , , . 180« „, , 180« w « « 90« 

2 n n n n 

also 

. 180» 

„„, n*r* . 360« 180« n»r* „ . 180« 180« n ... .180« ,, 

FF'=— r-«n tg =-—-.2«« eos . — 7^X0=»^^«*» =f J 

2 n ^ n 2 n n 180« n 

eo$ 



, . . 360« 180« 
2Fr «*r*.m— <^ — 



o Z 4 . »ISO« 

2n*r*«n* 



2nr»«n — 



F+f nr* . 360« 
2 n 



, __^ 3 . 180« , 



^ , ,90« 90« 

4 n r' sin eot 

n n - 



2eas 



,90« 



. 180« 180« , , 180« 180« . , 

xa^stn cos hnr*«« — ^ cos h 1 

n n n n n 



90« 



. 14 (19) und (23)] = 2nr»«^^^— = f. 



n 



Non i&t die Flftehe des Vierecks im Eüreis == 2r', um den Kreis = 4rS also 
die des Achtecks (n = 4) : 

im Kreis = Ys? = r * ^8 = 28284271 r», 



um den Kreis = 



2.2r*.4r« 16r» 



2r* + r*V8 2+y8 



= 3-3137085r*u. s. w. 



J 
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Man hat also : 

iqao 180^ 

d. h. 32768«n3^ = 3-1415926 = 32768^(7^2768' 

. 180^ _ 180" _ 3-1415926 
^^"^ 32768 ""^32768"" 32768 ' 

., 180® 180.60.60 ^_,, _ , ,. „«^ 
32768 "^ 32768 ~ ungefähr, also bis auf 7 De- 
zimalstellen genao: 

Mw20" = iför20", . 
mithin für jeden kleineren Winkel der Sinus der Tangente gleich, 
d. Il wenn a gleich oder kleiner als 20'^: 

So also wäre z. B. 
wodurch sin 10^' gefunden wurde. Eben so 



180.60.60* 

Daraus folgt dann nach §.5 coaV* und daraus nach (9) und 
(10) in §.9 (wenn a= 1", b = 1") «n2", (?ö«2", woraus weiter 
^n3", €08 3^' XL s. f. 

So erhält man, wenn man diesen Weg einhalten will, die 
Werthe der Sinus und Cosinus aller Winkel, von Sekunde zu Se- 
kunde; daraus dann .die Tangenten und Cotangenten, so dass die- 
selben nunmehr als bekannt angesehen werden dürfen. Die Lo- 
garithmen derselben, um 10 vermehrt, sind in den trigonometri- 
schen Tafeln zusammengestellt, zieren Einrichtungsart und Be- 
nützung immer in denselben angegeben ist. 

Es Iflsst sich allerdings noch ein anderer Weg zur Bevechnnng der trigono- 
metrischen Funktionen aller Winkel von bis 45^ (was genügt) denken. Nach 
dem in der Note zu §. 14 Gezeigten kennt man die trigonometrischen Funktionen 
der Winkel von bis 45^ wenn man von 3^ zu 3^ fortschreitet. Da nach §. 16 
der Sinus und Cosinus des halben Winkels aus dem Cosinus des ganzen gefunden 



« i> ,rv// « ^ . . , :. ^, . . arelO 10 

Der are 10 ' findet sich aus der Gleichung — = ^^^ ^ - a - . 

^ ff obU . uU * dU 
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wird » so kann man CosinDs und Sinns Ton 1|^ finden, nnd unter Anvendnng der 
Formeln (9) nnd (10) in 8- 9 wird man jetot die Sinns und Cosinns aller Winkel 
7on 1}® zn 1|^ finden können. Ans. dem eotl\^ findet man wieder «twf®, eosl^ 
und kann dann ron }^ zn }^ fortschreiten. Wie man dieses weiter führen konnte, 
ist leicht zn fibersehen. Von praktischer Bedentnng ist jedoch dieser Weg nicht, 
da die wirkliche Berechnung doch in dieser Weise nicht geführt wird. 

§. 19. 

Interpolation. 

Die nenero trigonometrischen Tafeln geben die Logarithmen 
der trigonometrischen Fanktionen von ^10 zu 10 Sekunden (des 
Winkels). Für kletnere unterschiede mnss ein Einschieb- (Inter- 
polations-) Verfahren angewendet werden , das in den Tafeln er- 
läutert ist. t)ex innere Grand desselben lässt sich in folgender 
Weise erörtern. 

I. Man findet (§. 18, III), dass auf sieben Dezimalen genaa, 

«nlO"= arc 10", (?o«10"= 1, 
so dass wenn n^lO: 

«ewn"= arcn'\ <?{>«n"= 1. 
Demnach 
8tn(A -+- n") = 8znA cosn^' -i- cosA sinn'* == «i/i A -H cosA arcn^\ 
cos (A + n") = cos A cos n" — sin A sin n" = cosA-^ sin A arc n". 

Da aber arcn** == n.arcl", so ist also 

sin (A + n") — «w A = n . <?m A . arc 1", 
cos (A + n") — cosA = — n.sinA.arc 1". 

Ferner weiss man aus der Lehre von den Logarithmen, dass 
wenn p und q zwei wenig von r verschiedene Zahlen sind (beide 
grösser als r), man hat: 

log ({ — logt q — r* 
Also ist auph 



1 /"p — r^* 1 A— r"\* 
* Dieser Satz (vergl. das Vorwort) verlangt, dass -^ I I , -^ I I 

klein genug seyen, am ▼emachlässigt werden zn könnend Eine entschieden genaae 
Theorie ergibt sich am besten ans den Regeln der Differentialrechnung, wie diess 
ans dem Vorworte zur 1. Auflage herrorgeht. 



n 
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log sin ( A 4- n") — logm nA _ «n (A + n^*) ~ gm A 
log8in{A +* 10") — log sin A "" «n (A H- 10") — «n A 

__ McosAarcV n^ 

~~ WcösA'äreV'~W 
woraus folgt 

logsiniA + n") — logsinA = — [logsin(A -4- 10'') — logsinA], 

logsiniA + n") = logsinA 4- :^ [logsin(A + 10") — fo^«n A]. 

Ganz eben so 
logcos(A H- n") = log cos A 4- ^ [%<?o« (A 4- 10") — logcosA] , 

oder da die letzte Differenz negativ ist (§. 6) : 

logcos(A + n") = log cos A — — [log cos A — logcos(A -h 10")]. 

n. Weiter ist nun 
log tg(A-\' n") = log sin (A + n") — log cos (A + u") 

= logsinA — logcos A-h — [logsin (A + 10") 

— logcos(A -H 10") — logsinA -f- logcos A] , 
d. h. da logsinA — log cos a = log tg a : 

logtgiA + n'O = Zo^rfgr A + ^ [to^^y (A 4- 1 0") - logtg AI 
Eben so 

' A -4- T»"^ r= Innr.ntn A — 

10 



logcotg(A -H n") = logcotgA — ^ä [hgcotgA — logcotg(A 4- 10")]. 



Da aber cotgA^=^ - — , also logcotgA=^ — logtgr^, so ist 

ly a 

Zö^cof^A — Zö^cö^^(A + 10") = %<^(A-M0") — logtg A, 

woher es kommt, dass in den Tafeln für logtg und logcotg nur eine 
Differenzenspalte eingeführt ist. 

Die doppelte Bezeichnung der Tafeln (d. h. der Eingang von 
oben und unten) erklärt sich sofort aus den Gleichungen (8). 
während die Gleichungen (13) deutlich genng zeigen, wie 
man die trigonometrischen Funktionen für Winkel > 90® zu 
suchen habe. 
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§. 20. 
Berechnung mittelst Reihen. Anvendong. 

I. Bezeichnen wir den zu einem (Mittelpunkts-) Winkel A, den 
wir nicht über 45® voraussetzen, in einem Kreise vom Halbmesser l 
gehörigen Bogen dnrch a,"" so ist nach §.18: 

«mA<a. (a) 

Ferner ist nach i,l6: 

2 2 2 4 

also 

A A 

Aber da der zu —, — ,.... in demselben Kreise gehörige Bogen 

a a 
auch -r-, -T- » • • • • ifi^> so hat man ebenfalls: 
2 4 

. A a , A a . -A a 
^"2<2'*''*4<4'^'* 4<16' 

also 4«n-2^Vi'— <4. y.jg, d.h.<— , 



mithin offenbar : 



A a' 

sÄiA > 2»«n — — -5- . 



A A 
Ganz eben so (indem man nach einander -;r-»-r,.... fiir A, also 

:^, -T- , .... für a setzt) : 
2 4. 



. A g. , A - o»" 



• • • • 



. A j^ . A ^ a 



* a ist also das frlüiere orc A (§. 18). 
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Ans diesen Beziehungen folgt, wenn man die erste mit 1, die 
zweite mit 2, die dritte mit 2^ die vierte mit2', ,. .., die letzte mit 
2"~* multiplizirt : 

2 



«wA>2«en— — ga'j 



-•^-^-^Ol««'-«'^ 1 * 



s 

ZZ. 1 Z_ 



2'«n^>2»«w 



'^"^> 2 '«w g- — g • 2*» 



s • A „„^ -4 . A 4 ^ 
'«n g^>2*«nYg — |. 26 



A A a' 

Hieraus folgt durch Addition : 
«mA4-2«ViYH-2'«w^4-....H-2--^«W2^>2«w^^ 

l u—ZJ » 

, d. h. wenn man das weglässt, was beiderseitig gleich ist: 

A / 1 1 ' 1 1 \ 

«nA>2»«n— — |a»(^l + 2J + 2* + 2«"*"**"'^?^V' 

. A 

Dividirtman beiderseitig mit a, so hat man f da 2"«n — = — z 1: 

2* 
. A 



+ 2' 



sinA^ 2" 



^ 2° i jA 1 1 1 >v 

^ a ®* ( * ■t'2*"^2*'*"'**'"^2*"~^y * 



2" 

Denken wir ans non n werde inuner grösser, so wird — immer 

A. a 

kleiner» mithin nach §. 18,1 sin ^ dividirt durch ^ sich 1 nähern, 

d. h. fär ein unendlich grosses n ist sicher zu setzen : 
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. A 

—^ = 1. 

a 

Femer lebrt die Behandlung unendlicher geometrischer Reihen, 
dass alsdann * 

1 * 

2» 

somit also, da obige Beziehung für jedes, also auch für ein unend- 
liches n gilt: 

sinA 



>l-l.ta'=l-:r-^a 



2 



2.3 ' 

1 
d.h. «tnA>a — ^— ^al (b) 

Ganz eben so ist natürlich: 

,A. 1 la'.A l 1. 

also auch 



4^^ 2.2.3.4' ^2^3^4• ' 



d.h. (da 2.2. 4» = 2«) auch 

A 1 

4-^^'^ 3.2 






* Ist IH 1 i -h eine uneDdliche Reihe , für die m ]> 1 , so ist ihre 

m m' 

Summe = r = ' 7 • Denn betrachtet man znerst die endliche Reihe 

1 m — 1 

^ "" « 1 
m j 1 

11 1 ™""^^ A 

iH 1 — i+ . . . . 4- — , so ist deren Snmme = ^ — ^^^ ^«n» n»*n 

mm* m" j _ _ 

m 
hier n unendlich werden lässt, wodurch die endliche Reihe zur unendlichen wird, 

so wird — -—-f wenn m'> 1 , unendlich klein, d. h. verschwindet, und es ist also 
die Snmme = — 



m 



Dienget, TrifOBometrie. 
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mithin , 

A A 1 1 

d.h. 

A A 11 



also gewiss auch 



mithin 



Eben so: 



4«ew-5en'-j>— ,a'~— ,a% 
AI' 1 

««— <2OTnj-26a' + 2r.a • 
• Ag^.A 1 3 1 5 



Dasselbe Verfahren wie oben gibt hieraus : 

Dividirt man wieder durch a und lässt n = QO werden, so 
hat man : 

4 , 16 4 
^^"O**'^ 2.3.4.6**' 
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Stellt man diese Ergebnisse zasammen, so hat iQan: 
«nA <a, 

^* 2.3*' ) (27) 

<*"'273*'"^2.3.4.5**' 

richtig für alle Ä von 0" bis 45 ^ ja selbst- bis 90 •, wie sich leicht 
zeigen lässt. 

11. Man hat nun eben so: 

cos A=^l — 2«w'— ; 

aber nach (27) 

. A ^ a . ,A .a' 

also 

C08 A>l—isi\ (aO 

Femer nach (27) 

, A a 1 a • » A s^ a 1 ^ 



mithin 



C(>^A<l-Ja'+2^a*. (b') 



Also 



<?o«A< 1 



>l-4a» 



(28) 



^^ "'*'"*" 2X4**' 



Die höhere Mathematik setzt diese Beziehnngen in leichter 
Weise weiter fort. (Vergleiche meine Differential- and Integral- 
Rechnung, S. 210.) Dass man die Formeln (27) und (28) zur Be- 
rechnung von einA und cosA benützen kann» ist leicht einzusehen. 
Setzt man etwa 

8inA = a — ^~öa% 

2 . 

4* 
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SO sagt die Fprmel (27), dass dieser Werth zd klein» der Fehler 
aber nicht ^ ^ ^ a* sei. 

ni. Es geht femer aas diesen Beziehangen hervor, mit welchem 
Rechte man für kleine A etwa 

8inA = SLj oder «nA = a — ia^ 

€08 A = 1 , oder coaA = 1 — Ja' 

setzen darf, d. h. welches die oberste Gränze des begangenen 
Fehlers ist. 

Da, wie man leicht findet: 

für A = 29' noch ^ a ' < 00000001 , 
„ A = 5«56'32" „ j^a*< 00000001, 
„ A= 1'32", „ i a'< 00000001, 
„ A = 2^5' 1 8" „ Ä a* < 0-0000001 ♦ 



180^ 180.60.60" 
* Die Berechnung dieser Grössen ist die folgende. Sey A= = — , 

so ist a = — , und man setze: 
n 

— f— ^ = 00000001 , n = -5 . fc^n = 2-5710994, 

b Vny ' 

yooooooo6 

,0 ist lo, ^^^^^ = 3.2404766 , l?^^?^ = i739r ' = 28' 59-7". also 
*^ n n 

nahe 29'. 

J 
120 



^ C^^ = OOOOOOOl, n = -g , logn = 1-4813136, 

V0OOOOI2O 



^ ^^•^^•^ = 4-3302614, 180»gO 60^^ ^21392-'= B066'32-, nahe e\ 
n n 

4-r~^ =00000001, n= ,_-!!L =, %n = 3*8466348, 
2 Vny V 0*0000002 

180,60^0^ j.g^^ 1§0:«2J?21' = 92"=1'82". 
n n 

^ T-^^ = 00000001 , n = -j , fe^n = 1-9020971, 

V0OOOOO24 
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SO kann man also, ohne einen Fehler in der siebenten Dezimaktelle 
fürchten zu dürfen 

bis A = 1'32" setzen <?o« A = 1 , 
„ A= 29' „ «nA'=a, 

„ A = 2n6'18" „ co8A=l-{&\ 
„ A = 5®56'32" „ «nA = a-Ja» = a(l-Ja'). 

Diese letzten Beziehungen sind natürlich schon an und für sich 
von grossem Interesse und wir werden später anch Gebrauch davon 
zu machen Gelegenheit haben. Wir wollen nun zunächst für eine 
Reihe von Winkeln die trigonometrischen Funktionen aus den Tafeln 
bestimmen, und umgekehrt die Winkel aus den gegebenen trigono- 
metrischen Funktionen. 

§. 21. 
Die (rigonomettitebeii Funktionen cu finden 4)ei g^ebeoem Winkel. 

1) Zu suchen 

%«n54<'13'19*7". 
%«fn54»13'l0" =9-9091613 

9-7. 15-2 = m 

loff Bin öi" 13' 1 9-7" = 9-905*1 760. 

% CO« 74 "57' 26-9" 
%cm74'57'20" =9-4142515 
6-9.78-3 = 540 

io«; CO» 74« 57' 26-9" = 9-4141 975. 

loff tg 30« 60' 27-6". 

%fe7 30»60'20" =9-7760034 

7-6.47-8= 363 

log tg 30» 50' 27*6" = 9-776039'7. 

%co<l^86**32'24-5". 

log cotg 86 "32' 20" = 8-781 62 1 6 

4-5.349-5= 1 573 

%coty86 "32' 24^5"= 8-7814643 

2) Es sollen die vier trigonometrischen Funktionen von 
102''22' 56-8" gesucht werden. Nach §. 10 kann diess in doppelter 
Weise geschehen, indem 



64 Die trigonometoischeii Funktionen sa finden bei gegebenem WinkeU 

102*22'56-8" = 90"H- 12'»22'66-8" = 180**— 77*37'3-2" 

logcoa 12 "22' 50" = 9-9897812 

6-8.4-7 = -32 

log ein 1 02 * 22' 56-8" = 9-9807780 

logain IVZV = 9-9897766 

3*2.4-6 = +14 

%«n 102*22' 56-8"= 9*9897780 

logain 12''22'60" = 93312326 
6-8.95-9 = +652 
% CO» 102 "22' 66-8"= 9-3312978 (-) * 

Ugeos 77 "37' = 9*3313285 

3-2.95-9 = -307 

% CO» 102 »22' 56-8"= 93312978 (—) 

logcotg 12»22'50" = 06585486 
6-8.100-5 = -683 

%co<^102*22'56-8"= 06584803 (-) 

logtg 77*37' = 06684481 

3-2.100-5 = +322 

log tg 102* 22' 568" = 06584803 (-) 

Ugtg 12*22'60" = 8*3414514 
6*8.100*6 = +683 
% 00^ 102* 22' 56*8"= 9*3416197 (-) 

• 

logco^ 77*37' = 9*3416519 
3-2.100-6 = —322 

%co<örl02*22'66-8"= 93415197 (-). 

3) Die vier trigonometrischen Fonktionen von 196* 13' zd 
Sachen. 

196* 13' = 180* + 16* 13' = 270* - 73*47'. 



* Das ragefflgte Zeichen (— ) bedeutet, dass «o« 102" 26' 56*8" negativ ist; 
älinliobe Bedeutung kommt demselben Zeichen in den folgenden FiUen lo. 
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loffsin 1 6 • 1 3» = 9-4460260 



log sin 196" 13 
log cos 73 "47 



logsin 196» 13 
logco8 16" 13 



logeos 196° 13 
logrin 73 «47 



logcoe 196*13 
logtg 16» 13 



logtg 196» 13 
logeotg 73 »47 



logtg 196» 13 
logeotg 16*13 



%<;o<^196»13 
log ig 73*47 



= 9-4460250 (-) 
= 9-4460250 



= 9-4460250 (-) 
= 9-9823674 



= 9-9823674 (-) 
=; 9-9823674 



= 9-9823674 (— ) 
= 9-4636576 



= 9-4636576 (+) 
= 9-4636576 



= 9-4636576 (+) 
= 0-5363424 



= 0-5363424 (+) 
= 0-5363424 



hgootg 196» 13' = 06363424 (+). 

4) Die vier trigonometrischen Funktionen von 300* 47' 26" 
za finden. 

300»47'25" = 270* + 30*47'25" = 360* — 59*12' 35". 

hgcoa 30*47'20" = 9-9340231 
6.12-6 = - 63 



logtin 300*47' 26" = 9-9340168 (-) 

logsin 69*12'30" = 9-9340105 
5.12-6 = +63 



logrin 300*47'25" = 9-9340168 (—) 

logrin 30» 47' 20" = 9-7091650 
5-35-3 = + 176 



hgco» 300*47'26" = 9-7091826 



logcoa 59* 12' 30": 

5.35-3 : 

logcoa 300*47'25" = 9-7091827 



9-7092003 
-176 



logeotg 30 «47' 20" 

5-47-9 

logtg 300*47'26" = 02248342 (-) 



0-2248681 
-239 
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hgtg 69* 12' 30" = 0-2248102 
5.47-9 = +239 



hgtg 300''47' 25" = 0-2248341 (-) 

logtg 30»47' 20" = 9-7751419 
5-47-9 = + 239 



%co<!^300»47'25" = 9-7751658 (-) 

logcotg 59» 12' 30" = 97751898 
5.47-9 = - 239 



%<jo<^300''47'25" = 9-7751669 (-) 

Obige Beispiele umfassen alle vier Quadranten. Ist ein Winkel 
über 360", so lässt man von ihm so viele Male 360" weg, als diess 
möglich ist (%. 10) und sacht vom Best die trigonometrische Funk- 
tion. Zur Uebung legen wir vor: 

log CO» 671 • 41' 48-8" = 9'9298478 (-) , 
logcotgi- 1083"37'491") = 11975978 (— ), 
%«n785''24' 10" = 9-9686863, 
logsini- 933 " 0' 401 ") = 97362387 , 
%cofc7907"19'26" = 0-8910066, 
logco8(- 1686" 18'35-7") = 9*9201496 (-) , 
%«n 686" 11' 48-8" = 9-7453409 (-), 
logtgi- 566 "33' 54-2") = 9-6989700 (-), 
log tg 939 " 37' 40" = 9*9180770 , 
log sin(- 842* 64' 4 -6") = 9*9240764 ( - ) , 
log cos 1326" 47' 32-1" = 9-6128330 (-) , 
logco8(- 974"46'26-9") = 9*4198356 (— ). 

§. 22. 

Den Winkel zu finden bei gegebener trigonometrischer Fanldton. 

Ist nun umgekehrt der Logarithmus eiuer trigonometrischen 
Funktioti eines Winkels gegeben, so kann letzterer den Täfeln ent- 
nommen werden, vorausgesetzt, dass man zuvor wisse, in welchem 
der vier Quadranten der Winkel liege. Dazu genügt es (§. 10) die 
Vorzeichen von Sinus- und Cosinus, oder von Sinus und Tangente 
zu kennen , welch letzteres offenbar auf das erste zurückkommt. 

Die im ersten Quadranten liegenden Winkel können aus den 



Den Winkel sa finden bei gegebener trigonometrifichei Funktion. 5 7 

Tafeln ganz unmittelbar entnommen werden ; liegt der Winkel im 
zweiten Quadranten, 80 sucht man d^n Winkel im ersten Quadran- 
ten, der dieselbe trigonometrische Funktion hat, und subtrahirt ihn 
von 180°; läge der Winkel im dritten Quadranten, so hätte man 
jenen Winkel des. ersten Quadranten zu 180° zu addiren; endlich 
müsste er von 360^ abgezogen werden, wenn defr Winkel im vierten 
Quadranten liegen würde. 

Dass man hier nicht über die vier Quadranten hinausgehen 
wird, ist klar, da ein Zu- oder Abzählen von 360° ganz beliebig 
gestattet ist (§. 10^. 

Wir wollen nun wieder einige Beispiele als Muster aufstellen 

1) loff sinx = 9*73ß2387 (-h) 9 cosx ebenfalls positiv. 

logsinx =9*7362384 

%Äm33°0'40" = 9 7362384 

3 

^ = 0-09,* x=:33°0'4009". 

2) loffcotff x = 0'1311658(+), «nx ebenfalls positiv, 

logcotgx =01317658 

%cofg36''26^20" = 0-1317602 

56 

36 "26' 20" 
= 1-27 - 1-27 



44-1 



x = 36*26' 18-73"' 



3) Zo^f^x = 0-3176782 (—), «nx positiv. 

logtgx =0-3176782 

log tg 64" 18' 10" = 0-3176674 

10&. 

179» 69' 60" 
^"**=2-00 - 64 18 12 



53-8 



x = 115Ml'48"' 



* Diese Dirision kann in den meisten Tafeln vennieden werden mit Hilfe der 
gewShnlieh F. P. flberschiiebenen Spalte. 
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4) loff sittx = 9 7958800 (-), «wi negativ. 
loffsinx = 9-7968800 

log mn38' 40' 50" = 9-7958646 

154 

26:3=5-85 + 38*40*55-85^^ 
x = 218'' 40' 55-86"" 
6) foi^<s;px = 9-7408015 (-), mix ebenfiUls negativ. 
lofftffx =9-7408015 

lofftff 28' 50' = 9-7407672 

343 

343 359 "59' 60" 

IgTg = 6-88 — 28 '50' 6-88" 
x = 331» 9' 53-12"' 

6) %cofe^x = 11976009 (+), «mx negativ. 

hgcotgx = 1-1976009 

loff cotff 3" 37' 50" = 1-1975677 

332 
332 3»37'60" 180» 

-^^ = 0-99 - 0-99" 3 »37' 49- 01" 

3*37' 4901" x::^ 183«37'4901"* 

7) %c<)*x = 9-9201496 (-), «nx positiv. 

log cos X =9-9201496 

%<?o«33»41'30" = 9;9201416 

8F 
'gj 33»41'30" 179''59'60" 

j4 = 5-78 — 5-78" — 33''41'24-22" 
33 " 41 ' 24-22" x = 146" 18' 36-78" ' 
Zur üebnng legen, wir noch vor : 
%<^x = 9-6989700 (+), «nx negativ, x = 206 »33' 54-2" 
%co«x = 9-6966033 (-), «nx positiv, x = 119«44'41-6"' 
%<7öft7x = 9-8750611 (-), «nx positiv, x = 126'»52'll-6" 
logsinx = 9-9240764 (-), cosz positiv, x = 302-54' 4-6" ' 
%%^x = 0-2649670 (+), «»x negativ, x = 241 »29' 4-6", 
%«nx = 9-7953600(+), co«x positiv, x = 38''37'34-6"l 
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%(?MX = 9-4153365 (-), «nx negativ, x = 264M6'26'9", 
loff cotgx=^ 01368230 (—), <?o«x positiv, x = 323®52'47". 

Es versteht sieb von selbst, dass wenn zwei trigonometrische 
Funktionen desselben Winkels etwa gegeben wären, dieselben den 
ii^ §§• 3 und 4 aafgesteliten Beziehungen genügen müssen. 

§. 23. 

Beispiele wirklicher Berechnimgeii. 

In den Anwendungen liegt die Aufgabe gewöhnlich so , dass 
man die trigonometrischen Funktionen in grössere Ausdrücke mit 
verflochten erhält und nun aus diesen Ausdrüc(ken vermittelst lo- 
garithmischer Rechnung gewisse unbekannte Grössen suchen muss.- 
Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern, die zugleich statt 
allgemeiner Darlegung dienen sollen. 

n -911^^ gen 70^34^7^^ 

i) ^-^^^^^•««42«28'69-7"' 

%2113-4 = 3-3249817 
i!ö^n 70^34' 17" = 9*9745378 _ 2Qfil-04 
E.Zo^«n42«28'59-7" = 00704553^ x-^yöl 4. 

Z(?^x = 3-4699748.^ 

. -fjRnn ^n24"8^45" 

Z) x-^öuu.^^^^^o49.50".eö«34n'26"' 

Zo^6500 = 3-8129134 
%«i«24«8'45" = 9-6117876 
E. log cos SV ^9' 50'' = 00707796 x = 3775-96. 
E.loffeo834'' l'25'' = Ch0815465 

Zo^x = 3-5770271. 



* Das Vorzeichen E bedeutet die dekadische Ergänzung, die man erhält, 
wenn man den betreffenden Logarithmus von 10 abzieht. Handelt es sich dabei 
nm den Logarithmus einer trigonometrischen Funktion , der in den Tafeln um 10 
zu gross ist, so addirt man einfach die betreffende dekadische Ergänzung, statt den 
eigentlichen Logarithmus zu subtrahiren. Es ist nämlich 

log x^loff 2113'^-^ log $in 70» 34' 17" - hg sin 42^ 28' 69*7" 
= 3-3249817 + 9-9745378 - 10 - (9*8295447 ~ 10) 
= 3-3249817 + 9-9746378 + 0-1704553 - 10, 
was auf das im Texte Angegebene hinausläuft, da dort in der Summe 10 wegge- 
lassen wurde. 
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ox . ^ «V^ Zöa2 = 0-3010300 

3) «nx = 2 ^ ^ 



E . log 64 = 8*1938200 * 
logsinx = 9*92361627 

_ 8227'32^m38^3y^38'3^^ 
4) tg\^ 7014-23*ew52M4'22-2"' 

Zo^8227-32 = 3-9152584 
iö^^m38«37'38-3" = 9*7953600 

E.Zo^7014-23 = 6*1540200 x=42"36'49*9". 
E.Zo^gm52H4^22-2^^ = 0-0991464 

Zö^%7x = 9*9637848. 

. _ 51612*06 1 

t>) cotg X - 9339.28 • ^^ 35 o 33. g" " 

%51612-06= 4-7127512 
E.Zo^9389-29= 6*0273676 , 

EJoff<^35"23^6^^ = 01485771 ^^ *o ^ • 

log cotg X = 10*8886959. 

a\ ^ _ t g IV 39' 62V 
^ ^^"" «^56°24'4*5" • 

Zo^^^ir39'52*l" = 9*3148011 
EZo^<^56"24^4*5^^** = 9*8224081 - 10 , x = l72"ll'25*4". 

Zo^«^x = 91372092 (-). 



7) t9^ = V^ 



«m5^23'24".Äm66°51'2 



15Ul'44".«n43**27'18"* 



* Man hat hier 

logiinx = log2 + \ log270 ~ %64 

= 0-3010300 + 1 -428662 - 1 -8061800 

= 0-3010300 H- 1-428662 + 10 - 18061800 - 10 

= 0-3010300 H- 1-428(562 + 81938200 — 10 , 

so dass man, statt den Logarithmus einer Zahl zn sabtrahiren, dessen dekadische 
Ergänzung addirt, vodurch aber die Summe um 10 zu gross wird. 

** Da fo^^^ 56^24' 4*5''= 10:1775919, so wird man zuerst 10 abziehen, was 
durch — 10 angedeutet ist, und dann, die dekadische Ergänzung Ton 0*1775919 
addiren. Steht in den Tafeln bloss log <^ 56^24' 45" = 0*1775919, so wird man 
also die dekadische Ergänzung dieses Logarithmus addiren und dann 10 in der 
Summe weglassen. 
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Zö^«n6»23'24"= 8-9728263 
logeinm" 51' 2" = 9-9635436 
E.%«<nll5*41'44"= 0-0452217 x = 20''28'14-9". 
E.%«»i43«27'18"= 0-162547 5 

19-1441380 

dividirt dorch 2 : 9-5720690 = lofftffx. 

8) x = 867«nl02''22'56-8" + 1098<?o*210M'26-8". 
%867 = 2-9329808 
Zo^«nl02''22'56-8" = »9897780 857 «nl02«22' 56-8" 

= 2-9227588 = 837-064 

log 1098 = 3-0406023 , 
Zö^co»210» l'26-8" = 9-9374251 (- ) 

2-9780274 (-) 

1098co*210n'26-8" = - 950665 

x = - 113 601. 

. _ <;oa24''10^8"co<^64''58^59-5" 

^ ^^- co«115''57'48" 

Zo^<!o«24* 10' 8" = 9-9601579 
%(Jo<^64''58'59-5" = 9-6690051 _ , oRo^r/ cr.«./ 

E.%co«115«57'48" = 0;3687283(-) *-"° ** oo^ . 

Zoytyx = 9-9878913 (-) 

, _ 520. <m 23 '25' 

10) ^'''^*~312.«n238''16'«n32''52'' 

%520= 2-7160033 
%«m23<'25'= 9-5992441 

E.Zo^312= 7-5058454 x = i4ß«7/46-8" 

■ E.%«n238''16'= 0-0703230 (-) 
E.%«m32»52' = 0-2654515 

logeotffx=: 10-1568673 (-) 

326-54««68''42' 

11) ««X= ^jg^gj . 

%325-54=: 2-5126044 

%«n68»42' = 9-9692720 x = 226'>51'47-9" 

E.%415-64 = 7-3812827 

%«nx = 98631591 (-). 
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Diese Beispiele mögen genügen. Wir haben in denselben je- 
weils fdr X den kleinsten positiven Winkel gewählt, der der Aufgabe 
genügt Zar Ergänzung fügen wir die Unterstichnng über diejenigen 
Winkel bei, welchef dieselbe trigonometrische Funktion haben. 

Allgemeine Bemerkungen über das Anfsathen eines Winkels mitteilst einer 

einzigen trigonometrischen Funktion. 

1) Sey bloss gegeben: 

sinx =:a 

and a positiv, so wird man für x einen zwischen und 90^ liegen- 
den Winkel erhalten; derselben Gleichung genügt aber auch der 
Winkel 180 — x (§. 10), so wie alle Winkel, die man durch Zu- 
oder Abzählen von 360^ aus diesen zweien erhält; so dass x, 180^ — x, 
n.a60« + x, n.360°-f-180°-x,x~n.360^ 180»-x-n.360^ 
wenn n = l, 2, .... ist, alle möglichen Winkel sind, für die ^nx=a 
ist So würden im Beispiel Nr. 3 für x erhalten werden können: 
56«69'5", 123^0^35", 360« + 56^69'5^ 2.360« + 56«69'5",.... 
360«+ 123°0'55", 2.360° + 123^0' 55", ...., 1 23^0' 55" -360», 
123»0'55"-2.360^....,56«59'5"-'360•',56'59'5"— 2.360^.... 

Ist a negativ, so erhält man für x einen zwischen 180® und 270® 
liegenden Werth, und alle Winkel, für welche «2nx = a, wären: 

X, 540®- X, n.360® + x, n.360®4-540®-x, x— n.360®, 

640®-x-n.360®. 

Dass der Werth von a zwischen — • 1 und + 1 liegen muss, 
versteht sich von selbst. 

Wäre a=.0, so hätte man die Winkel: 

0®, 180®, n. 360®, n. 360® + 180®, ~n.360®, —n. 360® +180®. 

2) Sey bloss gegeben : 

co8x = a,^ 

und a positiv, so erhält man einen zwischen und 90® liegenden 
Winkel, und alle Winkel sind: 

X, 360®-x, n.360« + x, n. 360® + 360® -x, x-n.360®, 

360®-x-n.360®. 

Ist a negativ 9 so erhält man einen zwischen 90® und 180® 
liegßnden Winkel x, und alle Winkel, für welche eo^x = a ist, sind: 
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X, 360«-x, n.360®-hx, n.360^+360«-x, x-Il.360^ 

360^-.x — n.360^ 

Für a = hat man die Winkel 90^ 270^ 90°-+-n.360« 
270«-f-'n.360», 90«— n. 360«. 270«-n.360«. 

Sey bloss gegeben: 

und a positiv, so erhält man einen Winkel x zwischen and.90«, 
ntid alle möglichen sind: 

X, n.l80«4-x, X — n.l80«. 

Für ein negatives a liegt x zwischen 90« und 180«, die Winkel 
sind aber wie so eben bestimmt 

Für a = hat man 0, ± n. 180«. 

4) Sey endlich bloss gegeben: 

cotgx == a, 

80 erhält man für ein positives a einen Winkel zwischen nnd 90«, 
für ein negatives zwischen 90« nnd 180«; alle Winkel sind alsdann: 

X, x + n.l80«, X — n.l80«. 
Ist a = 0, so hat man 90«, ±n.l80«+90«. 

§.24. 

Bestimmung einer trigonometrischen Fanktion mittelst einer andern 

desselben Winkels. 

Wir fugen schliesslich noch das Verfahren bei, nach welchem 
man ans den Tafeln, wenn man den Logarithmas einer trigonome- 
trischen Fanktion eines Winkels kennt, den einer andern Fanktion 
desselben Winkels berechnen kann, ohne den Winkel selbst aafza- 
schlagen. 

Sey X der orbekannte Winkel, X eine trigonometrische Fanktion 
desselben (z.B.^'72x), deren Logarithmas man kennt; leine andere 
(z. B. tgx)y deren Logarithmas man sacht. 

In den Tafeln wird nun loffH nicht geradezu enthalten sein, 
80 dass loffX* der nächst vorangehende, logXf' der nächstfolgende 
Werth ist (im Sinne wachsender Winkel) ; in denselben Horizontal- 
reihen finden sich loff^\ log^*'. Sind x^ x" die za X', X^' (also 
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auch S', I'') gehörigen Winkel, wo also x'<x, x">x, so ist 
(§. 19) : 

logX — loffX' ■" x — x' ' loffi- log^' ~ x — x' ' 
also 

logl — logl* _ logX — logX' 



/» 



Zo^l"- log^' logX" - logX 

- Die Grössen zweiter Seite sind geradezu aus den Tafeln be- 
kannt, so dass der Werth von log^ ebenfalls bekannt ist 

Sey etwa gegeben logsinx = 9'9340281 , man soll log cos x, 
logtgx, logcotgxherechnQTif wobei angenommen ist, dass der Winkel 
im ersten Quadranten liegt. 

1) Zö^X'=9-9340231, logX''-logX' =125, Zo^^ =9*7091650, 
logS"- log^'= - 353, logX - logX'= 50. 

logcosx = 9-7091650 ~ 1^353 = 9-7091509. 

2) logl'= 10-2248581 , Zö^g"- %|'= 479, 

50 
logtgx = 10-2248581 + TöF ^"^^ = 102248772. ' 

3) Zö^|'=: 9-7751419, Zö^|"-Zö^r= -479, 

log cotgx = 9-77 5U19 - ^^ 479 = 97751228. 
Der Winkel ist übrigens 59 ^12' 44". 



Dritter Abschnitt. 
Berechnung der Dreiecke, oder s 



§. 25. 

Das rechtwinklige Dreieck. 

Die nächste Anwendung der seither dargestellten Lehren ist 
die auf die Auflösung der Dreiecke. Die Geometrie lehrt, dass wenn 
gewisse Theile eines Dreiecks gegeben sind, die übrigen durch 



Das recbtwinkligfe Dreieck. 



66 



Zeichnung clarans abgeleitet werden können; die Rechnntig hat nun 
eben so nachzuweisen, wie durch dieselbe aus den gegebenen Stücken 
^die unbekannten gefunden werden können. Wenn auch nicht gerade 
nothwendig, wollen wir doch zuerst das rechtwinklige Dreieck be- 
trachten, da die in demselben vorkommenden Fälle so einfach sind, 
dass sie ganz wohl als erste Beispiele der Anwendung dienen können. 
Was die Bezeichnnng anbelangt, so werden wir künftig immer 
die drei Winkel eines (beliebigen) Dreiecks mit A, B, G, die ihnen 
entgegen stehenden Seiten mit a, b, c bezeichnen. Für unsern Fall 
sey B der rechte Winkel. Wir haben nun folgende Fälle zu be- 
trachten : 

1) Es ist die Hypothenuse und ein spitzer '*»• **• 

Winkel des Drefecks gegeben. Also bekannt 
sey b nebst A, so ist 

c a 

— = co«A, c = bco«A; — = «wA,a=b«nA; j 

C = 90'>-A. 

Eben so wenn b und G bekannt wären : 

a c 

— = (?o»G, 2L = hcosC; — — ««G, c = bwwG; A = 90®~G. 
b D 

Als Beispiel wählen wir: 

b = 475-28, A = 54^28', also G = 90«- 54^28' = 35*32'. 

%b = 2-6769496 Zo^b = 2-6769495 

logcosA = 9-7643080 logsinA = 9 9106067 




Zo^c = 2-4412576 
(^ = 276-221 



log SL=z 2-5874552 
a = 386-772. 



2) Es ist eine Kathete und ein Winkel gegeben. 



— = (?öäA, c = hco8Ay b= - 

b cosA 



; — = tgA, B. = ctgA; 



G = 90®-A. 

-- = «^nA, a = bmA, b = -r-r; 
b 8inA a 



-- = cotgA, c = a cotgA; 



G = 90*-A. 



Dien^er, Trigonometri«. 
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c = 312, A = 4«34'62-4", also = 85^26'7-6". 

Zo^c = 2-4941546 Zö^c = 2-4941546 

E. loff cos A = 0-0013897 , lofftffA=z 8 9037856 
%c = 2-4955443 Z(?^a= 1*3979402 

b = 312-9999 a = 25*0000. 

3) Es sind die beiden Katheten gegeben. 

fgA=^—^ tgC = ~, b=V^a^-hc', oder —=^nA,a=l) ««wA,b =-;-—. 
c a ^ b 8tnA 

c= 135-9, a = 205-893. 

loffa,= 2*3136417 Zo^c=±21332195 Zo^a=2-31364l7 

EZo^c = 7*8667805 EZo^a^ 7*6864 583 EZö^5^wA=0;0785272 

logtgA= 10-7804222 %<^C=^9-8195778 %b=2-3921689 

A=56°34'23*2" C=33«25'36-7" b=246*699. 

4) Es ist die Hypothenuse und eine Kathete gegeben. 
52wA = — , (7ö«C=-r-, c= Vb^— a^=: V(b-f-a) (b — a> 

cö«A = |-,5znC=^, a = Vb^^^^ = V(b + c) (b-c). 

Ist der Werth des Cosinus eines Winkels nahezu gleich 1, 
also der Winkel sehr klein, so kann man, da für kleine Winkel die 
Cosinus fast gleich sind, den Winkel selbst mittelst des Cosinus 
nicht genau bestimmen. Man hilft sich dann dadurch, dass man 
statt des Winkels seine Hälfte bestimmt. 

So ist im ersten Falle 

\ — C08C = — r — , d. h. 2«mUC = — ; — , sin\C=^y———, 

b ^ b ^ 2b 

wo die Bestimmung nun genau ist. 

a = 760, bz=:761. 

%a=: 2-8808136 %(b + a) = 3*1821292 

EZö^b =^71186153 Zo^(b-a) = 0^ 

log sin A = 99994289 3-1821292 

A = 87°3'44*5" Zö^c= 1*5910646 

C = 2^56' 15-5" = 39*000 
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Zö^(b — a)= 0-0000000 

Eloph= 7.1186153 

Eloff2= 9-6989700 

16-8176853 

loffsin\C= 8-4087926 
iC= 1" 28' 7-68" 
C= 2«56'15-4" (genauer). 

Als Beispiele zur Uebung mögen folgende Angaben dienen: 
a = 308, c = 75,b = 317, A = 76n8'52^ C = 13°41'8^ 
a = 204, c = 253, b = 325, A = 38'^52'48-3^ C = 5P7'n'7", 
a2=48, c = 575, b = 577, A = 4»46'18-8", C = 85M3'41-2", 
a = 240-501, c = 311-172, b = 393-28, A = 37*^42', C = 52°18', 
a=136, c = 273, b = 305, A = 26*»28'51-7". C = 63«31'8-3", 
a= 109-032, c=68-754,b=128-9, A=57H6'54^ C=32n4'6". 

Die einfachste Anwendung dieser Sätze ist die auf die Höhen- 
messung. Ist BC ein senkrechter Gegenstand, und man misst AB 
nebst dem Winkel A, so kann man BC leicht berechnen. 



§.26. 

Die regelmässigen Vielecke. Das gleichschenklige Dreieck. 

I. In §. 18 haben wir schon einmal die **^»- ^^• 

regelmässigen Vielecke im Kreis und die dem- 
selben umschriebenen betrachtet. Wir wollen 
nun hier die Formeln zusammenstellen , welche 
auf dieselben Bezug haben. 

Sey AB die Seite eines regelmässigen Viel- 
ecks von n Seiten im Kreis, r der Halbmesser ' 
des Kreises; CG senkrecht auf AB, DE senk- 
recht auf CG, so ist DE die Seite des regel- 
mässigen Vielecks von n Seiten, das dem Kreise 
umschrieben werden kann. 

Bezeichnen wir nun, die Seite AB mit s, 

s. 

die DE mit S, so ist AF=:Js, DG = iS und ACB = 




n 



ACG = 



180 



n 



, mithin da CA=:CG=r: 
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,s . 180« . . 180« S 180» ^ • ;i80« 

vermittelst welcher Formeln s und S aus r berechnet werden. Um- 
gekehrt folgt daraus : 

s S , J80« 

zstn 

n 

wenn man r aus s oder S sucht. Man hat übrigens auch : 

. 180^ 
S ^^ n 1 ^ 180« ^ s 



s . 180« 180« ' n ' 180« ' 

mn cos cos 

n n n 

CF 180« ^^ 180« 

Da = cos , QF = T,cos- , 

r n n 

SO ist die Fläche des Dreiecks ABC: 

180« , . 180« 180« , , . 360« 

hs^vcos =:x*sin cos =iV*8in . 

n n n n 

[§. 16 Formel (19)], • 

ist also f die Fläche des regelmässigen nEcks im Kreis, so jst 

. , 2 . 360« 
^ n 

Eben so ist die Fläche des Dreiecks DCE : 

jSr = r'^^-^, 

also wenn F die Fläche des um den Kreis beschriebenen Vielecks ist: 

F = nTHff^ (§. 18). 

Umgekehrt zieht man hieraus: 

1 / 2f -i/f ^ 180" 

y nstn 

Wollte man aus den Seiten s und S die Flächen erhalten, so 
hätte man: 
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, , , . 360" ^D.B 



4 sin 



180' 



. 360« 
sm 



ns*stn 



180*» 180" 



cos 



n 



ns 



n 

2 



^sin* 



n 



==~.COtff 



180 



n 



, 180" S' ,180" 180" nS» ^ 180" 
woraus dann umgekehrt folgt: 



s 



=]/%mi,s=V*f^ 



180 



n ' n ' n n 

Wie man überhaupt diese Formeln weiter verbinden kann, ist 
leicht zu übersehen. Sey z. B. 

180" 360" 



f= 24127-94, n = 37,^^^ = 4"51'53-61". 



= 9"43'47-02" 



Zo^f= 4-3825202 

Zö<72 = 0-3010300 

E.Zö^n^ 8-4317983 

E.%««— = 0-7721112 



lofftff 



Zö^f= 4-3825202 
Zo^ 4 = 0-6020600 

IQßO 

= 8-9299934 



n 



E%n = 8-4317983 



2-3463719 
%s = 1-1731859 
s = 14-899a 

rig. 14. 




3-8874597 
Zo^r = 1-9437298 
r = 87-8475 

II. Stellt ABC ein gleichschenkliges Drei- 
eck vor, in welchem AG = GB, und man zieht 
CD senkrecht auf AB, so ist AD=DB, AGD 
= BGD und man hat also zwei rechtwinklige 
Dreiecke. Sey nun AG = GB = a, AB = c, 
A = B, so ist - 

AD = 4 c = AC cos A = aco«A, c = 2ac<?«A; 
AD=:^c = AG«inJC=a^wiG,c=2a«n|G. 

Dass diese Auflösung ganz unmittelbar ihre Anwendung findet, 
wenn in einem Kreise eine Sehne gezogen wird und man die beiden 
Halbmesser an ihre Endpunkte zieht, ist klar. Ist in der vorher- 
gehenden Figur 13 die Sehne AB = s, der Winkel ACB = a, der 
Halbmesser AG = r, so ist also 
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2 8in\a 
die Fläche des Dreiecks AGB ist: 

AB. CF __2r€in\a,r co8\a _v^8ina 

~2~"' 2 ^~~"2~' 

Bezeichnet man die Länge des Bogens AB durch Bog. a, so ist 

also die Fläche des Abschnitts AFBG: 



^r.Bog.a — 



r^sina 



2 

Sey z. B. r = 824-7, a = 94«26'12"= 339972" und 

2r;r. 339972 _ r^r. 339972 
Bog. «- 360.60.60 ~ 180.60.60 " 

Zö^r = 2-9162960 lo^ Bog.« = 3*1333141 

logn = 0-4971499 %r = 2*9162960 

Zo^339972 =: 6-5314432 E.loff2 = 9-69897 00 

Efo^l80. 60. 60 11 ^ 4-1884250 57485801 

log Bog.« ==3-1333141 irBog.a^^ 560505-5 

Zo^«ma:= 9-9986967 

2Z(?^r = 5-8325920 

Elog2 = :^ 9-6989700 

5-5302587 

^r'«ma = 339046-0 

Abschnitt = 560505-5 - 339046*0 = 22 1 459*5. 

111. Eine hieher gehörende Aufgabe wäre etwa die folgende : Man kennt die 
Halbmesser R and r zweier Rollen , sowie den Abstand a ihrer Mittelpunkte und 
soll die Länge des Riemens berechnen, der über beide weggelegt, sie umschlingt. 

Der Riemen ist gemeinschaftliche Tangente an beide Kreise. Seyen also C, c 
die Mittelpunkte der zwei Rollen ; D » d die zwei Pui^kte , in denen die gemein- 
schaftliche Tangente die zwei Kreise berührt, so gibt es zwei andere Punkte D', d', 
die unterhalb C c liegen, in derselben Weise, wie D und d oberhalb C c (die Kon- 
stmktion der Figur ist sehr leicht und bleibt dem Leser überlassen). Seyen nun 
£, e die zwei Punkte , in denen die nach beiden Seiten verlängerte C c die zwei 
Kreise trifft, so ist der halbe Riemen = D d + Bog. d e + Bog. DE. Nun ist aber 
der Winkel DCE (wenn R>>r) ein stumpfer = 180^ — a und man hat, wie leicht 

R — r 

ersichtlich , a = d c e , und eo8 a = , wodurch a bestimmt wird. Dann ist 

. a 

o j « 2rÄ.a „ ^^ 2RÄ(180°-a) , ,«/xo 

Bog. d • = Bog. « = 3eoeoep. Bog, DE= 360^60. 60 .^enn^n nd ISO»- - 

in Sekunden ausgedrückt werden. Ferner ist D d = V^a' — (R — t)\ also ist die 
Länge des Riemens = 
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2V a^-^(B-r)' ^- '^^^" ' 4Rii(1800 ^,«) 
V V«. r/ -r 360. 60. 60 360,60.60 

Sollte eine Ereazung des Riemens (zwischen den zwei Rollen) Tor sich gehen, 
so wäre jetzt die Länge des Hiemens = 



2V 



a' 



-7- TT . 4rÄ(180'>-a) . 4RÄ(180«-a) R-4-r 



360.60.60 



360.60.60i 



§. 27. 
Die drei Hauptsätze der ebenen Trigonometrie. 

Wenden wir uns nun zar allgemeinen Aufgabe, die uns in die- 
sem Abschnitte beschäftigt, so haben wir zunächst drei Sätze auf- 
zustellen, die uns in allen Fällen zur Auflösung der Dreiecke dienen 
müssen. Dieselben sind die folgenden. 

I. Erster Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
ist das Quadrat einer Seite gleich der Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten, minus dem doppelten Produkt dieser beiden 
Seiten multiplizirt mit dem Cosinus" des Winkels, den sie bilden. 

Hiernach also hat man 



? 



c'^a' 



+ c^ — 2ac<!osB, 
b*-2abcMC, 



(29) 



a^ :=^ b' 4- c' — 2bc<?oi? A. 



Der Beweis dieser Sätze ergibt sich auf geometrischem Wege, 
wie folgt. 

Ist ABC das fragliche Dreieck, so fälle man von C aus auf AB 
eine Senkrechte, welche innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks 
fallen wird, je nachdem die Winkel A und B spitz oder stumpf sind. 

Für den Fall der ersten Figur hat man nun : 

Fiff. 15. 





J B Off A 

b» = h»-t-(c-x)' = h' + c'-2cx + x», 

a' = h» + x^ 

b*-a*=:c'--2cx, b» = a' + c*-2cx. 
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Da aber — = (;o^B, x=^SkC08B^ so ist also 
a 

b' = a* + c^— 2ac(?0ÄB. 

Im Falle der zweiten Figur ist: 

b^=h' + (c + x)* = h» + c'-f-2cx-4-x' 

a' = h^ + x' 

b^-a» = c' + 2cx, b* = a' + c' + 2cx. 

Aber — = co^a = cos (180® — B) = — cö«B , x = — a co« B, 
a 

also b' = a*-f-c' — 2ac{?o«B. 

Endlich im Falle der dritten Figur (wo BD = x): 
b'==h'4-(x-c)^^h' + x'-2cx + c' 



b»-a» = c'-2cx, b' = a' + c» — 2cx. 

Aber — = co*B, x = ac{>«B, b'==a' + c' — 2ca{?o«B,* 
a 

Damit ist die erste obiger drei Gleichungen bewiesen. Die 
beiden andern könnten eben so unmittelbar erwiesen werden; doch 
bedarf es offenbar eines besondern Beweises nicht, da eine einfache 
Buchstabenvertauschung diese Sätze gibt. Wir werden von dieser 
Bemerkung mehrfach Gebrauch machen, ohne besonders darauf 
aufmerksam zu machen. 

n. Aus (29) folgt 

, b'+c»~a* , , , b'+c*-a' , 2bc-i-b'4-c'-a' 

2bc 2bG 2bc 

_ (b + c^) — a» 
"■ 2bc 



* WAre B ein rechter Winkel, so hätte man, da 0o«B = : 

b»=a*-f-c*. 
d. h. den pythagoräischen Satz. Wäre aber A ein rechter Winkel» so wäre 



60« B = — , also hiesse die Gleichong: 

a 



b» = a» 4- c» - 2 c» = a» - c». 

was wieder derselbe Sats ist* Die (29) gelten also aach för das rechtwinklige 
Dreieck. 
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b*4-c*— a*_ 2bc— b*-c*4-a* a*-(b*-2bc+c') 
l-cosA-l- 2bc ~~ 2bc - 2bc 

_ a^-(b-c)' 
2bc 

Erinnert man sich nun, dass immer M*—N '= (M-4-N) (M— N), 
80 hat man : 

A (b-f-c)*— a' (b-f-c-ha) (b-4-c — a) 
2bc 2bc 

^ _ a^~(b-c)^ _ (a-f-b-c)(a~b-l-c) 
2bc 2bc 

d.h. [§.16 Formeln (23)]: 

^ ,A (b-hc-4-a)(b+c—a) ^ . ,A (a + b~c)(a--b-4-c) 
2 2bc 2 2oc 



€08 



A 


■\/ (b + c + a) (b- 


■4-c — 


a) 


2" 


- V 


4bc 






A 


_l/(aH-b- 


-c) (a 


-b + 


c) 



*^** O — f AU 

2 ^ 4bc 

Man setze 

aH-bH-c=:2s, also s = ^(a + bH-c), 
so ist 

a + b — c = 28 — 2c = 2(s — c), 

a — b + c = 2s-~2b = 2(8 — b), 

b-l-c— a = 2s — 2a = 2(s — a), 
also 

A -i/2s.2(8 — a) i/s(s — a) 

^'"Y^y 4bc =v-b^— . 

. A -1/2(8-0) 2(s-b) i/(s-b)(8-c) 
woraus durch Division : 



A _-v/(8 -b)(8-c) 

*^2~*'~8(8-a) *- 



Also 
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. A i/(s-b)(s-c) . B ^/ (s-a ) (s--"^ 
2 '^ bc 2 ^ ac 



(30) 



. C -|/ (s-a)(s-b) 
*^"2=V ^b ' • 

A i/s-Cs — a) B i/s.(s — b) 

C i/s.Ys — c) 

,,A __ -./(s - bH^^ ■ B_-./ (s-a)( s 
.^2"-»' s.(s-a) '^^2"*^ s.(s- 

f C-V («-a)(s-bj , 

worin die Fortnein für die Winkel B and C aas denen fär A durch 
einfache Yertaaschung folgen, übrigens auch anmittelbar bewiesen 
werden können. 

III. Zweiter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem 
Dreieck verhalten sich die Seiten wie die Sinus der ihnen entgegen 
stehende^ Winkel. 

Dieser Satz lässt sich aus dem ersten Hauptsatze leicht ab- 
leiten. Da nämlich 

so folgt aus (30) ; 

o 

sirSA = r- V®(s — - a) (s — - b) (s — c), 

mnB = — Vs(s-a)(s-b)(s~c), ) (31) 

einC =-- — V s(s — a) (s — b) (s — c), 
a u 

aus welchen Gleichungen durch Division unmittelbar folgen : 
b _8inB b _sinE a ^sinA ^« v 
a 8inA c ßinij c smvj 

welche Gleichungen auch in der Form 

* Am genauesten wird die Rechnung immer mit der Tangente geführt, da 
' diese sich am schnellsten ändert. 
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geschrieben werden können. 

lY. Dritter Hauptsatz der Trigonometrie. InjedemDrei- 
eck verhält sich die Snmme zweier Seiten zur Differenz dieser Seiten, 
wie die Tangente der halben Samme der entgegen stehenden Winkel 
zur Tangente der halben Differenz der nämlichen Winkel. 
Dieser Satz lässt sich ans dem zweiten leicht ableiten. 
Man hat nämlich nach (32) : 
b sinB b _ sinB , b , sinB 

— = -^-r,* — -f-l=-— r + l, l=z-^-^l; 

a sinA a sinA a / sznA 

d.h. 

b+ a __ sinB+sinA b — a _ einB—sinA 

a SinA * ^ sinA 

Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so hat man: 

^ . B+A B-A 

. T> . A 2 Sin ;r ,C08 r 

b-f-a 8inB-\-stnA 2 ^ r& tar^ i /«cm 

r = -r-pi r-, = ^^ 1 'Ti T [§• ^^ Formel (25)1 

b— a sinB—sinA ^ B+A . B — A ""^ ^ ^-^ 

2co8 — - — .sin — r — 

B 

, B4-A ^ B— A ^^ 
= <^— -— . c?o^^ — -— = - 



2 , B-A 

d. h. 

b -4- a:b — a = ^^^B -f A):«^KB — A) , 

b4-c:b — c==^^i(B'+C):^^KB — C), 

.a + c:a — c = ^^i(A-+-C):<^KA-^C); 

eben so: ) (33) 

^ SL'{-h:sL—h = tgi(A'hB):tg^(A — B), 

c-f-b:c-b = ^^KC + B):<^KC-B), 

' c-4-a:c~a = ^^i(C + A):^^KC-A),* 

worin die eine oder andere Form angewendet wird, je nachdem b>a 
oder a>b u. s. w. 



* Der Bequemlichkeit des Druckes wegen ist mehrfach die Form der Propor- 
tionen heibehalten, obgleich die einfache Gleichsetzong der Brüche die bessere ist, 

so dass also eiwa 

c-ha /<7|(C-f-A) 



c — a ts^iCü—A) 



n. s. w. 
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Aus dem ersten Hauptsatze folgen hiernach die beiden andern, 
ohne dass man auf geometrische Anschauung zurückzugehen noth- 
wei^dig hat. 

§. 28. 

Umformangen der Ebtuptsfttze. 

I. Ehe wir diese Sätze anwenden , wollen wir dieselben etwas 
umformen und einige Resultate daraus ziehen. Da immer 

A4-B = 180«~C, KA + B) = 90«-iC, tff^(A-hB) = cotgiC, 

so hat man statt des dritten Satzes : 

SL—h ^ tgiiA — B) a,— c _ tgi(A—C) 
a+b"" cotg\G '^ a+c"" cotg^B ' 

b+c cotg^A ' 

IL Eben so 

«n^(A4-B) = co«iC, co^^(A + B)=«enjC. 

Aus (32) folgt aber 

c.^n A , c . sinB 

8tnG sinC 

also 

cAsinA-hsinB) 2c.Ä2wt(A4-B)öö«i(A— B) ,« ,^v 

c,cos\C.co8{(A — B) _c.co8^(A — B) 
8in\C.co8^C ain^C ' 

(a -4- h)8in^C = c,co8^(A — B). 
Ferner: 

__ , _ c.(jwnA — 8inB) _ 2cco8i(A + B)«nJ(A — B) 

8inC 28iniCco8^C 

c«2nJC.«enJ(A — B)_c«2nJ(A— B) 

8iniC 008^0 ~ (?o«^C ' 
(a — h)co8\C = c,8in{(A— B). 
Man hat also auch 

c«ni(A~B)=(a— b)co«iC,b«mUA— C)=(a— c)cMiB, ] 

sk8in{(B - C) = (b — c)co8iA, ( . . 

cco«i(A-B)=(aH-b)«nJC,bco«KA-C)=(a4-c)««niB, ' ^ ^ 
aLC08i(B — C) = (b + c)*ewi A. 
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Für a=b folgt hieraus c = 2a^n^G, wi$ in §. 26. Aas (35) 
folgen die (34) durch Division, so dass man also letztere Formeln 
in dieser Weise auch ableiten kann. 

Zusatz. 

ni. An die Stelle der drei Gleichungen (29), die wir als eigent- 
liche Grundgleichungen anzusehen haben, kann man auch folgende 
drei setzen : 

A4-B-f-C = 180®, a«2wB = b«nA, c = aeo«B-hbcöÄA, (a) 

die sich übrigens aus jenen ableiten lassen. 

Die zweite (a) ist die erste der (32), also bereits bewiesen; 
die dritte (a) ergibt sich in folgender Weise: Aus (29) ist 

^ , b'+c'-a' ^ a'+c'-b' 

hcosA = , a<7ö«B= , 

2c 2c 

woraus 

« ,. . b'-hc'-a'+a' + c'-b' 2c* 

2c 2c 

Aber auch die erste (a) folgt aus (29). Denn aus den (29) 
ergeben sich die (30), ans denen man nun erhält (§. 14): 

. A + B + C .ABC A . B C 

^u = sin— C08 — C08— -hco8—stn -T- cos— 

£t JL £i 2t £t 2t £t 

A B . C . A . B . C 

4- CO« — coÄ-r-ÄÄn — — iin—ain-^sin — 
2 2 2 2 2 2 

_ s (s — b) (s -— c) s (s — a) (s — c) 

abc abc 

s (s — a) (s —• b) (s — - a) (s — b) (s -— c) 

abc abc 

s (s — c) c -f- (s — a) (s — b) c 

= -" r = A> 

abc 

wenn man s^=^(aH-b4-c) einsetzt. 

Also ist nothwendig 
A + B + C 



2 
denn sonst müsste 
A-hB + C 



= 90^ A + B-l-C = 180^ 



= 360^+ 90«, A 4- B + C = 720« 4- 180* = 900«, 
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was geradezu onmöglich ist, da jeder der drei Winkel kleiner als 
180® seyn mass, 

IV. Au den (a) folgen übrigens die (29) unmittelbar. Man siebt nämlich ans 
der dritten : 

c*=a*cof*B4-b*co«'A+2abco#Aco#B = a*(l-#m*B)-hb*(l-««»A) 
H-2abco#AcofB = a*-i-b*— a**tfi*B — h*Mm*A-h2tLheo»AeosB, 

Ang der ersten folgt: 

cos (A + B) = — cos C , — eosC = cos A cos B — sin A sin'B, 

cos A cos B = sin A MnB — cos C , 
so dass 

c* = a*-hb*-a»**n*B — b*«VA-h2ab«nA«nB -2abeo*C, 

c'=:a* + b* — (a»»B— b#mA)* — 2ab<?€)*C, 

also da wegen der zweiten a sin3 — b«tn A = 0: 

c*= a* + b* — 2abco.»C. 
Dann ans der dritten : 

a CO* B = c — b cos A , a* cos^ B = c* — 2bc cos A + b* cos* A ; 

ans der zweiten a^ sin*B = b^*tn^ A, woraus durch Addition: 

a*^c* — 2bc<?o«A4-b*. 
Eben so 

b*tfo«*A = c* — 2acco«B4-a*«o«*B, b*»in*A = a'«m'B, 

b*=c* — 2accö«B-l-a*. 

Diess sind aber die drei Gleichungen (29), ans denen die übrigen folgen. Die drei 

Gleichungen (a) sind übrigens, wie die Polygonometrie* (^ ebene Polygonom.*^ §• 9) 

lehrt, die eigentlichen Grrundgleichungen der Trigonometrie. 

y. Man könnte jedoch auch die folgenden drei Gleichungen als solche aufstellen: 

c = a CO* B -H b cos A-, h = & cos C + c cos A, a = c cos B 4-b cos C. (a') 

ans denen sich die (a) ableiten lassen. Bestimmt man nämlich aus den zwei letz- 
ten (a') die Werthe yon a und b , und setzt sie in die erste , so erhält man : 

«n* C = cos^ A 4- CO** B + 2 cos A cos B cos C , 
d.h. 1 = co**A + co**B-i-co**C4-2co*Aco*Bco*C. 

Nunist(§. 16): 

2co*i(A-hB + C)co*i(- A-hB + C) = co*(B 4- C)H- CO* A, 
2co* J (A - B -f- C) co*i (A H- B-C) = CO* (B-C) + CO* A, 
woraus durch Multiplikation : 

4 CO* t (A -I- B + C) CO* |( - A H- B 4- C) CO* i (A - B + C) CO* J (A -+- B - C) 
= cos (B+C) cos (B - C) 4- cos A [cos (B 4- C) 4- cos (B — C)] 4- cos* A = co**B 

— **n* C 4- 2 CO* A CO* B CO* C 4- CO** A = 

— 1 4- CO* * A4- CO** B 4- CO* 'C + 2co* Aco*Bco*C, 
d. h. also 

CO** A 4- co**B 4- cos* C 4- 2 co* A cosBcos C=l 4- 4 co* J (A4-B4-C)X 
co*i(- A4-B4-C)co*|(A-B4-C)co*J(A4-B-C); 
setzt man dies in die oben gefundene Gleichung, so hat man: 
co*J (A 4-B 4- C) co*J(- A 4- B 4- C) co*J (A-B 4- C) CO* }(A4-B-C) = 0.' 
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Einer der hier yorkommenden Cosinus mnss also Null seyn, wozn gehOrt, dass 
der betreffende Winkel 90^ ist. Denn da A, B, C je kleiner als 180^, so liegt 

zwischen 0° und 270°, mit Ausschluss dieser Gränzen ; die Winkel 

A + B-C A-B + C B-j-C-- A ,. . ,. ^^ , ^.^^ . 
, , ~ hegen zwischen — 90° und 180", eben- 

falls mit Ausschluss dieser Grftnzen. 

Nun aber kSnnen die letzten drei Winkel nicht 90® sein. Denn wftre z. B. 
^-*-|— - = 90^ A-|-B-C= 180^ AH-B = 1800-+-C, 

so- wäre A + B^ 180^ und es würden die Seiten a, b des Dreiecks sich n.icht 
schneiden, also das Dreieck unmöglich sein. Uebrigens müsste, wenn A + B 
= 180<» + C, gan» eben so auch A H- C = 180° 4- B , B 4- C = 180° 4- A sein, 
woraus durch Addition folgen würde: A + B + C = 540°, was unzulässig ist. 

Es bleibt also blos ^"^ "^ r= 90°, A 4- B -h C = 180°, d. h. die erste (a). 

Ferner folgt aus (a') : 

b — a eo8 C 

c = — , . 

cos A 

und wenn man diesen Werth in die erste (a') einsetzt: 

b — a<JO«C = acö»Bco«A4-bco«*A, d. h. b*m*A ^neosAeosB-htLeosC, 

oder 

b sin* A = a ecs A eos B — a cos (A 4- B) = a sin A sin B , 

b sin A = a sin B , 
oder die zweite (a). 

Wir wenden ans nunmehr zur Anwendung dieser Formeln auf 
die Auflösung der Dreiecke. 

§.29. 

In einem Dreiecke sind gegeben eine Seite und zwei Winkel, 
man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Da die Summe der drei Winkel == 180^ so kann man alle drei 
Winkel als gegeben ansehen. Sey femer a die gegebene Seite, so 
hat man nach dem zweiten Hauptsatzle: 

, sin B 8in C 

D = a.-^— . , c = a.-:— -. 
8inA stnA 

Aus den Formeln (35) folgt übrigens auch, wenn B>C: 
a^mKB~ C) , . _ ago^i(B-C) 
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wonuis b — c, b + c gefuDden werden, und man also b und c leicht 
erhalten wird. Rechnet man nach den ersten Formeln, so können 
die zweiten zur Kontrole dienen nnd umgekehrt. 

a = 379-6, A = 40*32'16^ B = 75M8'28", C = 64*9'16'', 

also, wenn man nach den ersten Formeln rechnet: 

%a = 2-5792118 %a=: 257921 18 

%ittnB = 9-9855621 %«nC = 99542292 

E.%«nA = 0-1871204 E.%«nA ==00871204 

loffh = 2-7518943 loffc = 2-7205614 

b = 564-7995 c = 5254862 * 

Will man nmunebr die Fonneln (35) zur Kontrole anwenden, so man 
a»fn|(B — C) = (b — c)eoglA, a«o# J(B — C) = (b + c)«nJA 
seyn. Aber es ist 
»(B-C)=5«34'36", JA = 20«16'8", b + c = 1090-2857, b -c = 39-3133 

also loffA = 2-5792118 loff(b-c)^ 15945335 

fo^sm |(B - C) = 8 9875661 foy gos | A = 9^9722387 

1-5667779 1-5667782 

logK = 2-57921 18 ioy (b -+- c) = 3-0375402 

log cos |(B - C) = 9-9979396 Zoy nti j A = 9*5396109 

25771514 2-5771511 

so dass die Kontrole zntiiSL Es mag diess genfigeo , nm zu zeigen , wie man in 
allen Fftllen diese bequemen Formeln znr Prüfung der Rechnung benützen kann. 

§. 3(h 

In einem Dreieck sind gegeben : zwei Seiten und der von ihnen 
gebildete Winkel; man soll die übrigen Stöcke berechnen. 

Seyen a, b die gegebenen Seiten, a>b, nnd C also der ge- 
gebene Winkel. Aus (34) hat man : 

Hieraus findet man i (A — B) , und da ^A 4- B) = 90°— i C, 
so erhält man leicht A und B. Kennt man diese Winkel, so ergibt 
sich c aus: 

a,sinC 



c = 



sinA * 



* Die Seiten sind natürlicb alle in demselben Lftngenmasse ausgedrückt, 
also alle z. B. in Rutben, oder Fuss, oder Meter u. s. w. 
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oder anch, wenn man lieber will, ans den Formeln (35). 

a = 664-8, b = 379-5, C = 64*9' 16"; 

also ^C = 32''4'38", a + b = 944-3, a-b = 185-3. 

lhff{^-b)= 2-2678754 irA-B^-17-23' 6-1« 

hffcotffiiC= p-2029092 .a+B)-90»-"c-57W22'' 

z ^;^^/r B^r-SS d:c?ÄdIo;tS^ilb 

^^^^l[rS:i?"4T6a" • « Subtra.tionB=40032M5-9" 

log2L= 2-7518947 Zo^(a-b)= 2-2678764 

lopsinC= 9-9542292 lop cos iC=9'928054l 

E.log8inA= 0-0144377 E.%««wKA -B)= 0*5246318 



^ loffC= 2-7205616 Zo^c= 2-7205613 

0= 525-486 c= 525-486. 

^ Man kann übrigens die Seite c auch unmittelbar berechnen. 
Es ist nämlich nach (29) : 

c^ = a' + b'-2ab<?ö«C. 
Man berechne nun den spitzen Winkel <p so, dass* 



* Das Einführen von Hilfswinkeln hat immer den Zweck, einen mehrgliede- 
rigen Ausdruck in einen eingliederigen zo verwandeln. Allgemeine Regeln lassen 
sich darüber nicht leicht geben, nnd es muss der Kunstgriff, der jeweils gemacht 
wird, durch üebung erlernt werden. Wir bemerken nur, dass man die Formeln für 
«tn(a + b), cof (a + b) u. s. w. meistens benützt; eben so häufig von der Formel . 

l'htg^9= — ?— , überhaupt von den in §. 16 aufgeführten Formeln Gebrauch 

macht. Wollte man in unserem Falle die Nothwendigkeit klar hervortreten lassen, 
so würde man schreiben : 

c*=a* + b*-2abco«C = a» + b«-2ah(l-2Äm*JC)(S. 16) 
= a* + b»-2ab + 4ab«ViC = a*-2ab + b*-h4ab«V|C 

= (a - b)»H-4ab«m^i G = (a - b)« (^1 + r^^^Jz ) . 

, 4ab«»*|.C , . , j , 

so dass also -7 -^^ =p tg* g>za setzen ist, und man dann hat 

(a — b)* ^ 

c«=(a-b)^(l+<^«^) = ^?^. 

Daraus folgt c = + . Da aber g) ein spitzer Winkel, also eos g> positiv ist; 

femer c positiv sein muss, so hat man das obere Zeichen zu nehmen, wenn a^b, 

was wir auch vorausgesetzt haben, da wir tgg> = ^—r — setzen und 9 spitz 

a ""* D 

nahmen, wozu gehört, dass tgg> positiv, also a^b ist. 

Dienger, Trigonometrie. 6 
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tg<f> = — r , a>D, 

& — u 

SO ist 

4ab«m*JC = (a - b)*<i)i>, . 
also 

c»=a»+b»+2ab(l-co«C)-2ab=a*-2ab+b»+4ab«m'iC 

=(a-b)» + (a-b)V<>' = (a-b)»[l+i^>] = ^^^*. 

woraus 

c = , a> b. 

coaqi 

Für obiges Beispiel: 

log2=^ 0-3010300 
logsin\C^ 9-7251451 ^^.(a^b) = 2-2678754 
Jf ': = ;iS o ^'^ogcosi = 0-4526862 

^; , . ^''(^ ^ J'??^?!^« logl = 2-7205616 
E.%(a~b)= 7-7321246- c-625-486 

logtgq>=^ 0-4238529 c-ö^ö4öt). 

g) = 69'21'7-2". 

Zur Eontrole kann man wieder (35) verwenden. 

§. 31. 
In einem Dreiecke sind alle Seiten bekannt, man soll die 
Winkel berechnen. 

Die Formeln (30) lösen die Aufgabe ganz unmittelbar. 

a = 9459-31 , b = 803229, c = 8242-58; 
also 

8 ='^(a + b + c) = 12867-09, 

s-a = 3407-78^ 

» s-b = 4834-80, 

s — c = 4624-51. 



Die Formel 1 + ^a'9) = — r— ist bereits in §. 5 enthalten, eriribt sich aber 

^ cot* 9 * . ' » 

auch sehr leicht wieder unmittelbar, dal+<^'9>=l+ 



eoi 9 



eo8*9> eos*9 
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%(8-b)= 3-6843'785, 
%(8 — c)= 3-6650657, 

E.%8= ö-sgoöioT, 

E.loffis - a) = 64676284 , 

19-7074923 

logtg^= 9-8637461 

% =35 "31 '47-37" 
A=71» 3'b4-74'' 



Zo^(8-a)= 3-5324716, 

Zo^(8 — c)= 3-6660657, 

E.%s= 6-8905197, 

E.%(8-b)= 6-3156216. 

19-4036786 

logtg%- 9-70183Ö2 



B 



= 26* 43' 0-34" 



B =63«26'0-68" 



%(8— a)= 3-6324716, 

%(8-b)= 3-6843786, 

E.%s= 6-8906197, 

E.%(8 — c)= 6-3349343, 

19-4423041 

Ugtg%- 9-7^11620 

^ = 27*46' 12-27" 

C =56» 30' 24-64". 

Die Summe A + B + C = 179*69'59-96". 

Za üebnngsbeispielen mögen folgende Angaben dienen: 

a = 164-9, b = 185.7, c = 126-4, A = 60n7'8", B = 77»68'33", 
C= 41 »44' 19"; 

8^7984, b=11227-2, 0=9639-28, A=44''14'66",B=70"'8'33", 
C = 56''33'31"; 

a = 2313-824 , b = 10683-3 , c = 10931 , A = 12" 13' 14", 
B = 77*46' 46", C = 90"'0'0"; 

a = 975, b = 846, c = 910, A = 67 "22' 48-6", B = 53''7'48-4", 
= 59" 29' 231"; 

a = 64802, b = 56823-3, c = 29677-1, A = 72» 36' 40", 
B = 76 • 24' 30", C = 30 • 69' 50" ; 

Zö^a = 41949091, %b = 4-1638831, Zo^c = 42664872, 

A = 65''24'19", B = 48''30'9-4", C = 76''5'31-6". 

6* 



84 Gegeben: eine Seite, ein anliegender und ein entgegenstehender Winkel. 

' §.32. 

In einem Dreiecke sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel, 
welcher einer der beiden Seiten entgegen steht; man soll, wo mög- 
lich, die fehlenden Stacke berechnen. 

Gegeben seyen a, b, A. 

Man hat zunächst ans (32) 

. ^ hsinA 

stnB = . 

.a 

Aus dieser Gleichung wird sich jedoch B nicht immer genau 

bestimmen lassen. Schlägt man nämlich aus den Tafeln den spitzen 

M St9Vi rV 

Winkel auf, dessen Sinus = , so gibt es noch einen zweiten 

a 

Winkel, der mit dem gefundenen 180® ausmacht, dessen Sinus der- 
selbe ist (§. 10). Es kann sich aber ereignen, dass beide Werthe 
des Winkels B zulässig sind; alsdann hat man eben zwei Dreiecke, 
welche besonders zu berechnen sind. 
Ist nun 
a>b, so ist auch A>B, also gilt für B nur der spitze Winkel, 
a = b, „ „ „ A-B, „ „ „ B „ „ „ 
a<b, „ „ „ A<B, 
alsdann kann der spitze Winkel sowohl als der stumpfe gelten. 

Eine Doppeldeutigkeit kann also nur in dem Falle eintreten, 
wenn a<b. 

Fiele ^nBnach unserer Formel > 1 aus, so wäre das Dreieck 
mit den gemachten Angaben unmöglich. Wir wollen nun emige 
Beispiele berechnen. 

1) a=:415-64, b=325-54, A=68M2'. 
Zö^b=2-5126044 

Zö^«mA=9*9692720 B liBxm bloss spitz seyn; man hat also nur 

E.Zo(7a-7-3812827 einDreieck, das jetztnach §.29 berechnet 

7 • T» n Q^OTgf^i Verden kann; dann ist nun a = 415*o4, 

%ÄewB=9-8ödl591 b=326-54, A=:68«42', B=46**51'47-9"; 

B=46°51'47-9" mithin C = 64° 26' 12-1". 

2) a=212-5, b = 836-4, A= 14° 24' 35". 

%b=2'9224140 Jq diesem Falle gibt es also zwei Drei- 

Zo^OTnA=9'3959449 eck«. Für das eine ist 
E.%a=7-6726411 a = 212-5, b = 836-4, A = 14»24'36", 
%«t«B=9-9910000 B = 78''22'32-3". = 87- 12' 52-7"; 



Fläche eines Dreiecks. 
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für däs ändere * 
B= 78«22'32'3' a==212-6, b = 836-4, A = 14«24'36", 
180«-B-10r37'27-7" B = 10r37'27-7", C = 63" 57' 57-3". 

3) a=86-93, b = 918-64, A = 68*»22'30^ 

logh= 2-9630981 
loff8inA= 9-9683034 
E.lofffi= 8-0608303 
Zö^wwB = 10-9922318, 
also kein Dreieck möglich. 

Zar Uebung mögen dienen : 

{»TR Ol 0/90.1// 
104 41'31*9" 
a = 9459-31, b = 8032-29, A = 7r3'34-7", B = 53°26'0-6" 

a=:56-73, b = 876-24, A = 85 "23' 24-8", B unmöglich. 

§33. 

Geometrische Anwendongenl 

I. Will man den Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen drei 

Seiten wie früher a, b, c sind, und denen die Winkel A, B, C ent- 

gegenstehen, berechnen, so hat man, wenn wie in §.27, h die Höhe 

ch 
des Dreiecks, also — die Fläche desselben bedeutet: 

Fig. lö. 





— = «iwB, h = a«wB, 
a 



mithin ist diese Fläche 

a c sin B b c sin A 



a.'bsinC 



2*2 2 ' 

wie sich nach (32) leicht findet. Diese Formeln geben den Flächen- 
inhalt durch zwei Seiten und den von denselben gebildeten Winkel. 



86 Fläche eines Vierecks ans seinen Diagonalen. 

Will man die Fläche durch eine Seite a nnd die Winkel erhalten, 
80 ist 

c _ ein C _ a«w C 

a «mA' ~~ sinA ' 

also die Fläche des Dreiecks = 

2 

_ Sk^sinB.sinC _ b ^ sin A. sin C _ c ^sinA . sinB 
^ "" 2sinA ■" 2sinB "" 2sinC ' 
Will man sie endlich dnrch die drei Seiten aasgedrückt er- 
halten, so ist nach (31): 

2 r 

sinB = — V s(s — a) (s — b) (s — c), 
ac 

also die Fläche .= Y^ (s ~ *) (s ^ b) (s — c) 

= iVCa-l-b-|-c) (b^-c — a) (a-f-c — b) (a-t-b~c). 

n. Es leitet sich hieraus leicht eine Formel zur Berechnung 
eines Vierecks ans seinen zwei Diagonalen und dem Winkel, unter 
dem sie sich schneiden, ab. 

^^- *^- Sey nämlich BC==d, AD=d', « der Win- 

(/ ßi kel, also sein Nebenwinkel 180°—«, so ist 

Fläche des Dreiecks AB = J x y ^m « , 

OBD=^x(d'— y)«ma, 
OCD ^ K<l'-y) (d-x)«ma, 
OAC=^(d — x)ysina* 
Fläche des Vierecks = ^«Via[xy-t-x(d'-y) 
+ (d' ~ y) (d - x) + (d - x)y] = ^dd'^m«.* 




n 


?i 


n 


n 
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M 


n 


« 


n 



*' Gesetzt , man soUe in einem Walde eine vierseitig« Fläche von einem badi- 
schen Morgen = 400 Quadratruthen abstecken , nnd lasse zu dem Ende zwei 
schmale Gänge AD, CB durchhauen (oder finde sie bereits vor) , die mit einander 
einen Winkel von 75|^ machen. Der eine davon, AD, sey = 32*4 Buthen, and 
man solle nun die Länge des andern, GB, bestimmen. Also, wenn GB = z: 

32-4x»m75»30' ^^ 800 „. .„„ 
_ =^. ^ = 32-4nn75»30' = ^^'^^- 

Steckt man also , von dem gewählten Anfangspunkte G aas , eine Länge von 
25'50B.=25^5'C ab, so wird das Viereck ABGD genau ein Morgen gross se3rn. 
Wollte man beide Gänge gleich lang machen, so hätte man, wenn BG = AD = x: 

x*«M»7B<^30' ,^ 1/ 8ÖÖ „„»,,„ 



FUche des Vierecks im Kreis. 87 

HL Gesetzt in dem so eben betrachteten Vierecke seyen je 
zwei entgegenstehende Winkel zusammen ]80^, in welchem Falle 
bekanntlich um das Viereck sich ein Kreis beschreiben lässt. Sey 
femer ^ 

AB = a, BD = b, DC = c, CA = d, CAB = (p, CDB= l€0*-<p, 
80 ist [§. 27 (29)] : 

BC' = a'-l-d'— 2adcMg),BC'^b' + c'~2bc(?o«(180«-y), 

also 

a'-hd' — 2 Videos q) — b' + c' 4- 2bccö«g), 

a' + d'-(b»-f-c') 
^ 2(ad-f-bc) 

Die Fläche des Dreiecks ABC ist aber ■ , die von 

BCD = -^^. also 
Fläche des Vierecks = ~ wng) = \ l — cos'^qi 

= ^ V(l + coaqi) (1 — co8<jp). 

Aber 

, a'+d'— (b'+c') 2ad+2bc+a^+d'-(b'+c*) 
H-.o.(p = l+ 2ad + 2bc " 2(ad-|.bc) " 

_ a^4-2ad>f-d'-(b'-2bc-l-c') _ (a-Fd)'- (b~c)^ 
~ 2(ad+.bc) ~ 2(ad + bc) 

_ (a + d H- b — c) (a -f d — b + c) 
■^ 2(ad-*-bc) 

a'+d^-(b^+b') ^2 ad-f-2bc-(a'4-d')+(b^-hc^) 
^^^^- 2ad-l-2bc ~ 2(ad4-bc) 

^ b^+2bc+c^~(a'-2ad+d ') ^ (b 4- c)' ~ (a - d)' 
"" 2(ad + bc) ■" 2(ad + bc) 

_ (b-f-c + a-~d)(b + c— a + d) 
."" 2(ad4-bc) 

also die Fläche dei^ Vierecks: 



•i/ (a4-b~c+d) (a+c+d-b) -i/ 



ad+bci/(a4-b-c+d) (a+c+d-b) i/(a4-b-Hc-d) (b-+-c+d-a) 



2(ad-f-bc) ^ 2(ad + bc) 

= i V (a-f-b— c-f-d) (a— b+c-f-d) (a+b-l-c— d) (b-hcH-d-a). 



88 Kreise in and um ein Dreieck und Viereck. ' 

Setzt man 
a-hb + c4-d = 2s, also a + b-f-c-~d=:2(s — d), 
a-hb — c4-d = 2(s--c), a — bH-c-t-d=:2(s— b), 
r-a-f-b + c4-d = 2(s — a), 
so ist diese Fläche: 

V"(s — a)(s — b)ts — c) (s — d). 
Es folgt hieraas, dass wie man auch die vier Seiten im Kreise 
an einander legen mag, die Fläche des entstehenden Vierecks immer 
dieselbe sey. 

rV. Man soll diejenigen Kreise bestimmen, die sich in nud um 
ein Dreieck zeichnen lassen. 

Sey r der Halbmesser des ersten , r^ des zweiten , so sind die 
Seiten des Dreiecks Tangenten an den ersten Kreis und Sehnen im 
zweiten. Daraus folgt leicht^ dass die drei Halbirungslinien der 
Dreieckswinkel sich im Mittielpunkt des erstien treffen; zieht man 
sie, so wird das Dreieck in drei Dreiecke getheilt, deren Spitzen im 
Mittelpunkte sind ;~ nimmt man die Seiten des Dreiecks zu Grund- 
linien, so hat jedes r zur Höhe, und wenn folglich F die nach Nr. 1 
berechnete Fläche des Dreiecks ist, so hat man 

2F 

iar + ibr-l-^cr = F, r=: — , , , . 
' a + b+c 

Was den zweiten Halbmesser anbelangt, so werden die zwei 

nach A und B gezogenen Halbmesser mit einander einen Winkel 2 C 

machen, so dass (§. 26) : 

« . . ^ y c abc abc 

C = 2r'MnC, r^^ , » n ^ o u - n ^^TEr« 
' 28inC 22kh8inC 4F 

Y. Man soll den Halbmesser desjenigen Kreises finden, der 
siclr um das Viereck in HL beschreiben lässt. 

Nennt man die Diagonale GB =x, so geht der Kreis, der sich 
um ACB beschreiben lässt, durch D, und umgekehrt, der Kreis um 
BCD geht durch A. Demnach ist, wenn r sein Halbmesser, derselbe 
bestimmt durch die Gleichung 

r = --^, qp^BAC. 

^ Ferner ist 

Af-T-^-^^ JT-A aM-d^~(b'-f-c') 

x = Va'+d'-2ad...(p, cos^^—^^-^—^—.^ 



Fläche des Paralleltrapezes aus seinen Seiten. 89 



=1^ 



(a ^4-d^)ad-l-(a'+d^)bc-(a^-|-d^)ad4-(b^+c^)ad 

ad + bc 

_T/ (a^+d^)bc + (b^4-c')ad 
" ^ ad + bc 

2F 

Nach ni. ist sin cp = — ;i — z — , wenn F die Fläche des Vier- 

ad + bc 

ecks, also 

_ ad + bc i/' (a^ + d^)bc + (b^H-c')'^ 
^'^ 4F ^ ad-f-bc 

= TV;V[ad+bc][(a'+d')bc+(b'+c')ad] 
4F 

= — - V(ad-l-bc) (ab+cd) (bd + ac). 

VI. Man soll die Fläche eines Paralleltrapezes aus seinen vier 
Seiten berechnen. 

Sey ABCD ein Paralleltrapez , dessen ^'e- ^^' 
parallele Seiten AB = a, CD=:b seyen (wo 
a > b angenommen wurde), die nicht paralle- 
len Seiten seyen AC=c, BD=d; ferner h ^ 

die Entfernung der Parallelen. Durch C 
ziehe man mit BD die Parallele CE , welche AB in E treffe. Als- 
dann ist AE zir a — b und die Fläche des Dreiecks ACE nach I. gleich 
ys(s — c) (s — d) (s — a + b), wenn 2s = c + dH-a — b; da die- 

selbe aber auch = (a — b) — ist , so hat man 

(a-b)h = 2Vs(s-c)(s~d)(s — a+'b)', 

2 r '• 

h===— 3^Vs(s — c) (s — d) (s — a-l-b). 

Da die Fläche des Trapezes gleich (a-j-b) — ist, so erhält 

man für dieselbe 

a + b 
a — b 



A 




Vs(s — c) (s — d) (s — a + b). 



90 



Aafstellimg der pqlygooometrischen Gmndgleichangen. 



Setzt man 2(r=a-f-b-hc + d, so ist 
2s = 2((?-b), 2(s-c) = 2((7— b-c), 2(s-d) = 2Ca— b 

2(s — a4-b)=2((r— a), 
so dass die fragliche Fläche gleich 

^-^Vi(T- a) (a-b) (a-b-c) (a-b-d). 
a — b 



-d). 



Fig. 19. 




Anhang. 

Anfstellimg der polygonometrischen Grnndgleichnngen. 

§.34. 

Projektion. 

I. Fällt man von den Pankten 
A und B der begränzten Geraden 
AB aaf die (anbegränzte) Gerade 
CD Senkrechte, AE, BF, so heisst 

die Entfernung EF der beiden Fuss- 

■^ punkte die Projektion von AB 
auf CD. E ist die Projektion von A, F von B, die Punkte vonEF 
sind Projektionen der Punkte von AB. Denkt man sich einen Punkt 
beweglich und lässt ihn von A nach B laufen , so durchläuft seine 
Projektion die Gerade EF von E nach F hin; lässt man den Punkt 
von B nach A sich bewegen, so bewegt seine Projektion sich von 
F nach E, also in dem entgegengesetzten Sinne von vorhin. Nennen 
wir die eine Richtung positiv, so wird also die andere als negativ 
zu bezeichnen seyn (§. 10). 

Wir werden nun die Projektionen von Geraden auf CD als 
positiv ansehen, wenn sie in der einen Richtung, als negativ, wenn 
sie in der entgegengesetzten Richtung sich erstrecken. * 

Projizirt man z. B. die Geraden 12 (d. h. die von 1 nach 2 
gezogene Gerade), 23 , , 89 auf die Gerade OA, so werden die 



* Die Projektion ein and derselben Geraden kann positiv oder negativ seyn, 
je nachdem die Gerade durchlaufen wird. Künftig wird der Sinn , nach welchem 
dieses Durchlaufen stattfindet, festgestellt seyn. 



Projektion. 
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Tig. 20. 




Projektionen von 12, 23, 34, 45, 56, 67 positiv, die von 78, 89 
negativ seyn, wenn vorgeschrieben ist, dass man die Geraden nach 
der Ordnung der Ziffern zu durchlaufen habe. 

li. Um den Winkel festzustellen , den AB (Fig. 19) mit CD 
machty werden wir durch den Anfangspunkt der Geradop AB, 
d. h. durch den Punkt, von dem aus die Bewegung des Durchlaufens 
beginnt, eine Parallele mit AB nach der Richtung hin ziehen, nach der 
die positiven Projektionen gerechnet werden. Von dieser Parallelen 
aus bewegen wir uns im Drehungssinne : rechts nach links, bis wir 
auf AB treffen. Der so durchlaufene Winkel (zwischen und 360° 
gelegen) soll der Winkel von AB und CD heissen. 

Ist also A Anfangspunkt, so ist a der fragliche Winkel; ist 
B Anfangspunkt, so ist er ß. Das festgestellt lässt sich nun leicht 
beweisen, dass die Projektion von AB auf CD immer = AB 
co8q)isty wenn gj allgemein der so eben bestimmte Winkel (der Rich- 
tungswinkel) ist. Dabei ist das gehörige Vorzeichen (+ oder — ) 
schon durch die Formel ausgedrückt, da q) im Falle positiver Pro- 
jektion zwischen und 90° oder 270® und 360°, im Falle negativer 
aber zwischen 90° und 270° liegt. Der Beweis dieser Behauptung 
in den einzelnen (vier) Fällen ist nach dem Seitherigen so einfach, 
dass wir ihn dem Leser überlassen können. 

III. Ist OB auf OA senkrecht (Fig. 20) und man projizirt die 
Geraden 12, 23, .... auf OB, so werden wir die von nach B 
gerichteten Projektionen als positiv, die entgegengesetzt gerichteten 
als negativ behandeln. Dabei muss bemerkt werden, dass wir auf 
OA auch die von nach A gerichteten Projektionen als positiv 
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ansehen, nnd dass ferner, wenn man sich von OA gegen OB dreht, 
man den rechten Winkel in demselben Sinne darchläofb, in dem wir 
oben die Richtungswinkel (die in der Figur w heissen) zählten. 

Hat (p dieselbe Bedeutung wie in n, so ist die Projektion 
einer Geraden MN auf OB gleich MN sin gp, wo auch wieder 
das gehörige Zeichen von selbst beachtet ist. * 

§.35. 

Linienzag. Richtungswinkel. 

I. Sind eine Reihe aufeinander folgender Punkte durch Gerade 
verbunden, und zwar der erste mit dem zweiten, der zweite mit dem 
dritten, u. s. w., so bilden diese Geraden einen Linienzug. So 

Fig. 22. 




Fig. 21. 



* Für einen der yier möglichen FftUe wollen wir den Beweis fähren, da n&m- 
lich 9> zwischen 180® und 170° liegt Sind MS, RN parallel OA, PN, QM parallel 

OB, so ist die (negative) Projektion von MN auf OA 
gleich — PQ= — NU, die (negative) von MN auf 
OB gleich - RS = - TN. Aber (§. 26) NU = MN 

eo8 MNU = MN eos (q> - 180®) = - MN eos 9, 

TN = MN 8in TMN = MN 8in{ip - 180®) = - MN 
sing). Also sind die Projektionen von MN: auf OA 
___^__^^__^__^^^ gleich - NU = MN CO« 9 , auf OB gleich - NT = 
'P § 3 MN*m9). 

Dabei ist aber wesentlich festzuhalten« dass der Winkel 9 in demselben 
Drehungssinne zu rechnen ist , den man einhalten muss , um von der (positiven) 
OA zur (positiven) OB zu gelangen und dabei nur 90® zu durchlauf^. (Man 
könnte auch von OA nach OB in anderer Richtung gelangen , aber dabei müsste 
man 270® durchlaufen. Würde g> in diesem Sinne gerechnet , so würden unsere 
Formeln nicht gelten.) 




B 



E — 



Linienzng. Richtungswinkel. 
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bilden also die Geraden 12, 23 ,89 einen (zosamqienhängen- 

den) Linienzag. Die Richtungswinkel der einzelnen Geraden 
(§. 34, TT) seyen w^ , Wj ,,..., Wg , wobei wir die Geraden alle nach 
der Ordnung der Ziffern durchlaufen, und OA, OB die zwei bereits 
oben betrachteten Senkrechten sind , auf welche wir nachher den 
Linienzug projiziren wollen, und wo die Richtungen nach A, 
nach B die positiven Richtungen der Projektionen vorstellen. Wir 
wollen, der Bequemlichkeit wegen, diese Richtungen durch „links 
nach rechts", „unten n^ch oben" bezeichnen. 

Die Winkel des Linienzugs, die wir mit Aj, A3 , . . . . bezeichnet 
haben, sind so bestimmt, dass wir in dem Durchschnittspunkte 
(z. B. A2) von der vorhergehenden zur nachfolgenden Geraden (also 
von 12 nach 23) uns in demselben Sinne bewegen, wie wir die Rich- 
tungswinkel rechnen. Die Winkel w und A können von bis 360" 
gehen. Die Längen der Seiten des Zuges bezeichnen wir durch 



4 > **2 > 



n. Betrachten wir nun einen bestimmten Punkt des Zuges (Eck- 
punkt), den wir durch n bezeichnen wollen, so werden für die Lagen * 
der zwei benachbarten Punkte n — 1 und n -I- 1 in Bezug auf die 
durch n mit OA parallel gezogene Gerade im Ganzen sechs Fälle 
möglich seyn, die sich zu je zwei in drei Gruppen bringen lassen. 

Erste Gruppe. Die beiden in n zusammenstossenden Seiten 
befinden sich oberhalb der gedachten Parallelen. Dabei sind selbst 
die folgenden zwei durch Figuren dargestellte Fälle möglich. 

Fig. 23. 




Die zwei durch a und ß angedeuteten Winkel machen zusammen 
180® aus. Aber es ist in der ersten Figur: 
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also 



« = 360*— w^„ /3:2=w.— A., 

w„ = w._,+A„— 180^ 
In der zweiten Figur : 

also 360^- w„.» + 360«- A^ + w„ = 180^ 

w„ = w._i + A.-180«-360°. 

Zweite Gruppe. Die beiden in n zusammenstossenden Seiten 
befinden sich unterhalb der gedachten Parallelen. Hiebei hat man 
die folgenden zwei Fälle : 




Für die erste Figur ist : 
w„^i + A„ + «11=180°, a = 360®-w„, 
w„_i -f- A„ 4- 360«— w„ == 180^ w„ = w„_, 4- A„ - 1 80»-l- 360^ 

Für die zweite: 

w„_, 4- « = 180®, a = A„— w., 

w„_i 4- A„ -- w„ = 180«, w„ = W..1 4- A„ - 180«. 

Dritte Gruppe. Die eine der zwei in n zusammenstossenden 
Seiten befindet sich oberhalb, die andere unterhalb jener Parallelen. 
Dies gibt nachstehende zwei Fälle : 



Fig. 25. 



,n0*i 




.»*' 
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Für die erste Figur : 

Wn.,4-a=180", a = Ä„ — w„, 
w„_, 4- A. - w. = 180\ w„ = w„-, H- A. - 180^ 
Für die zweite: 
« + /3=180®, a = 360*»-w,_^, /J=w„ — A„, 
360«~w^i4-w„-A.= 180*, w. = w„_, + A.— 180«. 

Diese sechs Fälle erschöpfen offenbar alle möglichen. Es folgt 
daraas, dass man immer hat: 

w„ = w„_, + A„— 180^ oderw„ = w^t4-A„-180^-f-360", 

oder w„ = w„-.i 4- A« — 180® — 360^ 
Man kann diese drei Fälle in einen zusammenziehen, indem 
man setzt: 

w„ = w,.,-4-A.~180'' + m„.360®, (a) 
worin mn entweder =0, oder + 1 , oder — 1 ist 

m. Die Formel (a) gilt nun fär alle Punkte. Fängt man mit dem 
Punkte 2 an und schreitet bis zum Punkte n fort, so erhält man 
nach einander folgende Gleichungen: 

Wj = W4 4-Ä2 - 180*^ 4- mj .360^ 
W3 = W2 + A3 - 180** -hm, .360^ 
W4=:W3^-A4-180"^-m4.360^ } (b) 



w„ = w„_, 4- A„ - 180°+ m„.360^ 
worin m2, mg ...., m„ jedes entweder 0, oder 4-1, oder — 1 ist. 
Die Anzahl dieser Gleichungen ist n — 1. Man addire dieselben, so 
werden die Grössen mj.SGO^ m3.360®...., m^.SOO^ zusammen 
eine ganze Anzahl von 360° (positiv oder negativ) oder auch aus- 
machen, so dass man ihre Summe =:r.360° setzen kann, wo r 
entweder 0, oder eine ganze (positive oder negative) Zahl ist. So 
zieht man aus (b) : 

^2 *^.^3 + ^* "^" • • • • + ^n = W4 4- W2 4- . . . . 4- Wn_, 4" 

Aj4-A8 4-....4-A„-(n-l) 180°4-r.360°. 

Lässt man beiderseits die Summe Wj 4-W3 4-W4 4-....Wn-i 
weg, so erhält man endlich: 
Wn=Wi4-A2 4-As4-A44-....4-An — (n — 1)180*^4- r.360*. (c) 

Diese Gleichung zeigt, wie man w» aus w^ und den bis zum 
Punkte n vorkommenden Winkeln finden kann. Da r eine ganze 
Zahl ist, so folgt ans (c): 
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Setzt man in diesen Gleichongen uach einander n=2, 3, 4...., 
80 hat man : 

8in^2 ^^ ^''^ C^i 4- Aj — 180*) , 

COSW^ = C08(Wt -h A, — ISO*). 

sinw^ = sin (w^ + Aj -h A3 — 2 . 180") , 

co8w^ = (?o«(Wj + Aj 4- Aj — 2 . 180*). 

sinw^ =^sin(w^ -t- Aj H- A3 4- A4 — 3. 180*), 

cosw^ -\-€08(w^ + A, H- Aj + A4 — 3.180*), 
u. s. w. 
d. h. endlich , wenn man anf die bekannten trigonometrischen For- 
meln achtet: 

sinw^ = — «m(W| -♦- Aj) , \ 

CO8W2 = — cosQw^ 4- A,) , 

«enWj = 4- einiyfi 4- Aj 4- A3), 

co8W^ = 4- C08(w^ 4- Aj 4- A3), 

sinw^ = — 8in (w^ 4- Aj H- A3 4- A4) , 

co8w^ = — C08(w^ 4- Aj 4- A3 4- A4) , ) (e) 

sinw^ = 4- 8in(w^ 4- A, 4- A, 4- A4 4- A5), 

coÄWg = 4- €08 (w^ 4- A2 4- A3 4- A4 4- A5), 



sinWj^ = ± sin (Wj 4- A, 4- A, 4- .... 4- A„) , 
cosWn = ± co«(W| + A2 4- A3 4- .... 4- A„). 

worin das obere (4-) Zeichen gilt, wenn n angerade, das untere 
(— ) Zeichen dagegen, wenn n gerade ist. 

§.36. 

Die Gnmdgleichimgen der Polygonometrie. 

I. Schliesst sich der Linienzug, d. h. fallt der letzte Punkt mit 
dem ersten zusammen, so entsteht ein Vieleck. Dieses hat 
übrigens hier eine sehr allgemeine Gestalt, da die einzelnen Seiten 
sich ganz wohl durchschneiden können. 

Hat das Vieleck nSeiten, so hatte der Linienzug n4-l Punkte, 
wo allerdings der n 4- 1 Punkt mit dem ersten zusammenfällt. Die 
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Winkel des Vielecks sind A, , A, , . . . / A. and im Pankte 1 jetzt 
Ai ; die Gleichung (c) des vorigen §. gilt natürlich immer noch. 

Denkt man sich die Sache so, dass man anfanglich n+2 Ponkte, 
also n + 1 Linien im Zag gehabt hä4;te , and lässt n + 1 mit 1, 
n + 2 mit 2 zusammenfallen , so hat man unser Vieleck wieder und 
es ist A«4.,=Ai , w„^., = w^. 

Erste Grundgleichang. Aus (c) folgt, wenn man diese 
eben gemachte Annahme znlässt: 

W.-K, = Wi + A, -f- A3 + .:. + A. -f- A.+, — n . 180® -i- r.360^ 

d. h. da w.^., = Wi , An+i = A^ : 

= At H-Ai +...+A« — n.l80®^-r.360^ 

wo r eine (positive oder negative) ganze Zahl. Also ist allgemein 

A4+A, -l-....-hA„ = n.l80^ — r.360«. (A) 

Diess ist die verlangte erste Grundgleichung. Für gewöhnliche 
Polygone (deren Seiten sich nicht durchschneiden) ist r= 1, wenn 
die A die Innern Winkel sind. 

n. Projiziren wir die Seiten des Zuges auf OA, so sind die 
(mit den gehörigen Zeichen genommenen) Projectionen : 

s^ CO8W1 , aj cos W2 , • • . . • 

Dabei ist nun auch a^ cos Wi + a, cosw^ die Projektion von 13; 

a^ cosw^ 4- a, cöäWj •+• a, cosw^ die Projektion von 14; ; 

a, <?o«Wi 4- ... 4- s^cosWn die Projektion von 1 (n 4- 1), ebenfalls 
mit dem gehörigen Zeichen genommen, wie sich wohl onmittelbar 
ergibt 

SL^sinw^t a, «^nW2 , sind die Projektionen der Seiten 

auf OB; a^ sinw^ +aj «w w, + . . . +an «w w« ist die Projektion von 
1 (n + l) auf OB. 

Machen wir wieder die frühere Annahme von n + 2 Punkten, 
von denen der n+1 mit 1, der n + 2 mit 2 zusammenfallt, so wird 
jetzt die Linie 1 (n -I- 1) zu Null. Also sind ihre Projektion auf OA 
und OB ebenfalls Null. Man hat folglich 

BiCOSWf^ -hSL^COSWi •+•.... + aa CO« w« ==ö» ) r \ 

a| sinWi -Hij «mw, -+-.... -HanWwWa = 0. ) 

Dianf er, Tiifoaomttrlo. ' 
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2w«Ue GruBdgleichung. Man muttiplizire die erste 
Gleiehmig («) mit cos w^ » die zweite mit sin w^ , und addire , so 
ergibt $ith: 
Ol -+-aj «(w(W2*-Wi)-f-a3 c(iä(w3 —W4) 4- .... -h a„^o«(w„— iri)=:p, 

d. b. da 

w.— w, =A, +A5+... + A,-(8-l)180*+r.360«, 

C08ivr^ — Wj) = ± (?M (A2 4- A3 + . . H- A.) , 
wo das obere Zeichen gilt, wemi « ungerade, das untere, wenn s 
gerade, so hat man: 

»i — 24 cos A2 +a3 cos (A2 + A3) — »4 cos (A, + A, + A4) + 

± a„cö5(A2 4- A5 -i- .... + A„) = 0. (B) 

Dritte Grundgleichung. Multiplizirt man die erste (a) 
mit sinw^ , die zweite mit cos'w^ und subtrahirt,^o foSgt: 

a^ 8m(w2 — Wi) + a, «mCWj — w^) + -+- an«m<Wn — Wi5 =0, 

oder da sin (w, — w^) = ± ^n (A, + . . -I-A,), wo das obere Zeichen 
gilt, wenn s ungerade, so hat man: 

a^ sinAj — a, wnCAj H- A3) 4- 84 «fnCA, -f- A, -f- A4) — . . . . 
± an«an(A2 + A, + ... + A») — 0. (C) 

Die Gleichungen (A), (B), (C) sind die drei Grundgleichungen 
der ebenen Polygonometrie. [Vergleiche die (d) in IV.] 

Für n = 3« also ein Dreieck, heissen «ie: 

At+A2-4-Ag =3.180«-^ r.360^ (r=:l), 
a^ — a2 cos A2 -+• ag cosij^^ + A3) = 0, 
a^^nA] —83 ^n(A2 •+• A3) = 0, 
und sind die Gleichungen (a) in §. 28/ 

III. In den drei Grundgleichungen kommen die Richtungswinkel 
nicht mehr vor; es ist daher auch ganz gleichgiltig, in welcher Weise 
man die (Hilfs-) Linien OA, OB gewählt hat. Es ist somit auch 
eben so gleichgiltig, in welchem Sinne die Winkel A^ , A,, 
. . . des Vielecks gezählt werden, nur muss diess für alle 
in derselben Richtung geschehen. Man kann srich hievon 
auch ganz unmittelbar überzeugen. Sind nämlich diese Winkel ein- 
mal nach einer bestimmten Drehungsrichtuog gezähltt und man 



wählt Don die €ntgegeDg«86tete Ricbtoog, «o ¥erva&dßln diese 
Winkel ßioli fiäauntlieli Id 360^ — A , so das« man za «etzea hat: 

n.360»-(At+AJ^-.. + AJ=n.I80•-r.360^ 

A4-hA,-h.. + A. =n.l80*-hr.360*, 

was wieder die (A) ist, indem dort r positiv oder negativ sein kann. 

In (B) bleibt Alles nngeändert, wenn man 

360°--A«, 36D'"-A,, .... 
far 

setzt; in (G) wechseln alle Glieder ihr Zeichen, die Gleichung bleibt 
also thatsäcblich dieselbe. 

fV. Ds 68 M .rteht, j«4ai Eekpnakfe das Yieiteks som ^cstoa <o id^Iimi, im 
ist selbstverständlich, dass die Gleichnngen (B) und (G) in anderer Fcmk Miftr^taii 
können. So wM man aach finden , dass 

am — am+1 COM Am-f-l + am+2 C08 (Am+1 "f* Am+t) — 

±««-i«o«<A«+iH-...H-A«-i) = 0, , .^ 

/ (ß) 

•«m+1 *m Am+1 — ftm+t WH (Am+i ^ Am+t) «4- . . . . 
i am— 1 **« (Am-hl -4- . . . H- Am-l) =2^ 9 

wo die Art des Fortgangs der FomMki {DvieidaalMi des ITielecks ▼om Pm&te m 
ans bis zun P^kte m — i) wei^ kUf tat. 

Di0«ie fo-melB leüAii «icJi aber aas de« (B) and (C) Annl^tfflbar 
ab. Um diese Behanptnng za erweisen, wollen wir die Qrmd|^#iclHllig|Ul in 
folgender Form schreiben: 

(- l)*ai 4-(-l)»a,co*A, +.(- J)'a3 ea (A^ -h A^) -h 

H-(-l)»anCo*(Aj|-^'...-hA«)^0, 

(-l)5a,nwA, + (-l)«a,;jm(A,+A3) " ^ ^ 



Thj(- l)»an«w»(Aj + . . . H- An) = 0. 

lUtlplizirt man von diesen Gleichungen: die erste mit cosA^, die zweite 
mit sinA^ und sAbtrahirt sie; isodann die erste mit sinA^, die zweite mit. cot Äg^ 
nnd addirt, so ergibt siöh: 

(_l)*aieo«Ai4-(-l)»a,co«(Ai+A2)+(-l)'a3Co«(Ai+A,4-A3)H-...^ 

-*-(-l)»aneo*(Ai+...-HA„) = 0, 
(-l)*ai*J?nA^+(-l)»aj*t«(Ai+A,)+(-l)»a8*^«(Ai+A3+A,)4-...{ 

4-(-l)°an««»i<A44-... + A„) = 0, 

welche Gleichnngen die zwei Grundgleidhongen (B) nnd (C) vertreten. 

Haa amHIfllriiie ann die erste Jer^^) mit toB (A^ + . . . + Am)» die -zweite 
Ittb AMi^i *^^ • « -^ M luid fidii» beiie , S6 «igUit nili : 

7* 
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(-l)*ai co«(A, -t- ... + A«)H-(-l)% co«(A3 -f- . .. -h Am)H- .. . 

-I- (—1)"»-* am-i eos Am -H (- 1)" a» H- (—1)"*-^* Om+i co» Am^-i + . . . 
-f-(_l)i>anCo«(Am+i H- . . . -f- An) = 0. 

Da aber ans (A) folgt 

cot (A, H- . . + Am) = cos [u . 180° — (Am+i + . . • + A,_i)] 
= (— 1)" cos (Am+i H- . . . + A,_i) , 
so ergibt sieb , wenn man nnr anders ordnet : 

(— 1)» am + (— 1)""*"* am+i C08 Am+i + + (— 1)" a» CO« (Am+l H- ... An) 

-+■ (—!)"■'■* a^ eos (Atn+i 4- ... 4- Ai) + . . . . 
+ (_ i)m+ii-i a^^j cos (Am+1 H- . . . + Am-l) = , 
worans, wenn man mit (—1)™ dividirt, sofort die erste (ß) folgt. 

Mnltiplizirt man die erste (5) mit «in (A^ +.... + Am)* die zweite mit 
eo«(At + ... + Am)» und snbtrahirt dann die beiden Gleichungen, beachtet 

überdiess dass 

«n(As H- ... 4- Am) = (-1)""* «Mi(Am+i 4- . . . A^i), 

so erhält man 

_ (_ l)«+i Om+l sin Am+l — ( — 1)"*-^2 am+2 sin (Am-hl 4- Am+2) — . . . . 

— (-l)"anm(Am+i 4- ... An) 4- (-l)°ai m(Am+i + . . . 4- AJ 
+ (-1)«+» a^ sin (A«+i 4- . . . A^) 4- . . . 
4- (- 1)«+»-« am-i sin (Am+i 4- . . . Am-i) = , 
woraus, wenn man mit (— 1)"" dividirt die zweite (ß) folgt. 

Die Anwendung diesor Formeln findet sich in meiner »ebenen Polygonometrie^**. 
(Stattgart, Metzier.) 

§. 37. 

Fläche des Vielecks. 

Wenn wir von der Fläche eines Vielecks sprechen, so können 
wir jetzt nur Vielecke betrachten , deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden. Alsdann kann man A^ , . . . ^ An als die Innern Winkel 
des Vielecks annehmen, da diese sämmtlich in demselben Sinne ge- 
rechnet sind. Diess wollen wir nun auch thun. Dabei wollen wir 
die Eckpunkte des Vielecks in solcher Ordnung wählen, dass wenn 
man sich über den Umfang, nach der Ordnung der Ziffern hinbewegt, 
die Drehung in entgegengesetzter Richtung vor sich gehe , als die 
ist, nach der die Winkel gerechnet werden. 

N 

\ 

Diese Annahmen sollen im Folgenden festgehalten sein. Sie 
Bind in der Figur voraosgeaetzt, wo der Pfeil die Bichtong angiebt, 
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nach der die i n n e r n Winkel gezählt Bind (rechts nach links drehend) 
und das Vieleck in der Ordnung der Ziffern entgegengesetzt (links 
nach rechts) durchlaufen wird. 

IL Von dem Punkte 1 aus wollen wir auf alle andern Punkte 
Gerade ziehen, wodurch das Vieleck (von n Seiten) in n — 2 Dreiecke 
zerlegt wird , deren Summe den gesuchten Flächeninhalt ausmacht. 
Diese Dreiecke sind aber theils als positiv, theils als negativ anzu- 
sehen, um uns hierüber bequem ausdrücken zu können, wollen 
wir eine Gerade sich bewegen denken so, dass ihr einer Endpunkt 
immer in 1 bleibe, ihr anderer aber den Umfang des Vielecks, von 
2 bis n, durchlaufe. Diese Gerade beschreibt (überläuft) alle 
einzelnen Dreiecke. Dreht sie sich nun^ während sie ein bestimmtes 
der Dreiecke (z. B. 167) beschreibt, in einem Sinne, der der Pfeil- 
richtung entgegengesetzt ist, -so wollen wir das Dreieck als ver- 
kehrtläufig geordnet erklären; dreht sie sich dagegen in dem 
Sinne des Pfeiles (wie bei 134), so soll das Dreieck als recht- 
läufig geordnet bezeichnet sein. 

Diess vorausgesetzt, sind in der Summe alle verkehrtläufig ge- 
ordneten Dreiecke als positiv, die andern als negativ zu betrachten. 
Für unsere Figur ist also die Fläche gleich 
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123 - 134 + 145 - 156 -H 167 + 178 H- 189 + 19 10 

+ 1 10 11-1 11 12. 

Dieöer Aasspruch wird durch ein aufmerksames Verfolgen der 
Bewegung der beschreibenden Geraden sich sofort als richtig heraus- 
stellen und wir wollen daher eine weitere Erläuterung desselben 
nicht geben. 

ni. Betrachten wir nun ein positives Dreieck, z. B. 167, und 
nehmen die Linie 76 (in der Richtung 7 nach 6) als die eine der 
zwei Geraden, auf die wir in $. 35 projizirten, nämlich für die dor- 
tige OA, so muss die dortige OB, die durch 7 geht, in ihrer posi- 
tiven Richtung von 7 gegen 1 gewendet seyn, damit der Winkel 
AGB in demselben Drehungssinne gerechnet sei , in welchem die 
Winkel des Vielecks gezählt sind. (Dass diess immer der Fall ist, 
wo auch sonst das Dreieck liege, wird Idcht zu übersehen sein.) 
Daraus folgt sofort, dass die Projektion des Zuges 78... 1 auf OB 
positiv und gleich der Entfernung des Punktes 1 von 67 ist. 

Wählen wüf null ein liegative» Dreieck, z. B. 134, ttnd nehmcfA 
wieder 43 ab poMtive Richtung d^r Mheröö OA (von 4 nach 3}, 
so muss die positive Richtung der früheren OB, die dur^h 4 zu gehen 
haty diesßmalfi dem Punkte 1 abgewendet sein , damit wieder AGB 
in der Pfeilrichtung durchlaufen werde. Daraus folgt « dass dte 
Projektion des Zuges 45«. il (auf OB) negfttiv^ sonst aber der 
Entfernung des Punktes 1 von 34 gleich ist. 

Berechnen wir in den beiden Fällen die genannten Projektio- 
nen» so haben wir für das Dreieck 167 die Projektion von 78.**1 
auf die durch 7 gehende , nach 1 ge^wendete Senkrechte au finden. 

Da hier das frühere W| = Ar, so ist (§.36» II) die fragliche 
Prcyektion: 

a^ iinA, — ag $in(Af 4- Ag) 4- . . - ± a^, dm(Af -h . .. -+- Atjj), 

wie sich aus Anfeicht der Formeln (e) in §. 35 sofort etgibt 

Für das Dreieck 134 ist eben so die Projektion: 
ag sinA^ —'Sk^8in(A^ + A4) + .,..±a42«w(Ag 4- ... + A^)» 
deren Werth aber negativ ist. 

IV. Die Eütfemung des Punktes 1 von 67 ist di« Höhe des 
Dreiecks 167; das Produkt dieser Entfernung in 67 also cBe doppelte 
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Fläche des Dreiecks. Da die Entfernung gleich dcf^ oben berech- 
neten Projektion, so ist also die doppelte Fläche: 

a« [a, ^nAf — 2^^8m(Aj + Ag) 4-*... ±a4,«n(A, 4- .•.-!- Au]. 

Für das Dreieck 134 ist die Höhe gleich der mit entgegenge- 
setztem Zeichen genommenen oben berechneten Projektion. Dess- 
halb ist die doppelte, aber negativ genommene Fläche : 

a, [^SL^sinAi^ — a^8in(At^ ■+- A|) + ...±aij«w(A4 -h... + A^,)], 

Y. Da nan bei der Bereohnnng der Fläche alle verkehrtläafig 
geoiüneten Dreiecke als positivi die recbtläniftg geordneten als ne- 
gativ anzusehen sind, so ergibt sich au9 dem Seitherigen gB,m an* 
mittdbi^r, dass 

die doppelte Fläche eines n Ecks gleich 
a, [a, sinA^ — a^ sin (A, -4- A4) + . . . 
± a„«en(A3 -f- . .. + A„)] 
4- 83 [»4 ww A4 — aj 8in (A4 + A5) -f- . . . 

± SLr,8in (A4 + . . . + AJ] 
+ a4 [ag «in A5 — a^ sin (A5 -h Aß) + . . . (D) 
± a„«m (A5 -+-... 4- A„)] 

4- a„_, [a«., sin A„_i — a„ sin (A^-, 4- A J] 
47a„-ian«wAn. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Winkel A^ , . . • die innern 
Winkel des Vielecks seyen, und dass die Eckpunkte derart mit 
1, 2, 3, ... 2 n bezeichnet seyen, dass wenn man den umfang des 
Vielecks nach der Ordnung der Ziffern durchläuft, man sich in einer 
Richtong drehe, die der entgegengesetzt ist, in der die Winkel 
(nach §.36) gezählt sind. Pa diess aber immer der Fall ist, so- 
bald die Winkel die innern sind, so hat man also zur 
Formel (D) nur die Bedingung zu setzen, dass die Winkel 
die innern des Vielecks seien. 
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Vierter Abschnitt. 

Umfonuangen. Auflösung trigonometrischer 

Gleichungen. 

§.38. 

Einführnng Ton Hillswiokeln. 

Ein Punkt, den wir hier besonders noch in's Ange fassen 
wollen , betrifft die Anwendung der Einfahrang von Hilfswinkeln, 
wovon wir in der zweiten Auflösung des §. 30 ein Beispiel gesehen 
haben. Die Auflösung einer Beihe weiterer Beispiele mag über das 
dabei einzuhaltende Verfahren, das sich in allgemeine Regeln nicht 
gut fassen lässt, weitem Aufschlnss geben. 

1) Man soll 

X = a [cosacosß -H sinasinßcosy] 

durch logarithmische Rechnung finden. 

Man bestimme den Winkel go so, dass * 

tgq) = tgacodyj q> zwischen und 180®, 
also 

sinw.cosa 

^ ^^ C08^ 

so ist 



(8inw.C08a.8tnß\ 
C08aC08ß'\ I 
co8q) J 



3LC08ar ^ . . «T 3LC08aC08(a>'- ß) 
= lC08 W€08ß'+' 8in cp 8inß\ = ^^ ^ . 

Durch Einfährung zweier Hilfsgrössen kann man x übrigens 
auch auf eine andere Form bringen. Bestimmt man nämlich r und 
i/i so, dass 



• x — VkCoialeosß-^rtgaeoayBinß] und co8ß+tg9Svnß=zco9ß-\ ^ 

€08 9 cot a-\- sin 9 sin ß eosi^^ß) , 

= = — , so dass ig aeo8y = tggi zu setzen ist 

eo8g> €08 9» 

Wir erinnern hiebet, dass jede Grösse einer Tangente oder Cotangente gleich 
gesetzt werden; einem Sinns oder Cosinus aber nur, wenn sie kleiner als 1 ist 
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so ist 

X = dkt[jBin%pco8ß + 8inßco8^\i] = ar«w(t|;-f- j5). 

Zar Bestimmaog von r und \\) hat man: 

COifl et 608 CC SWh OL CÖ8 V 

tg\b=^ ^ , r=-: — , oder r= -. \b zwischen und.180*. 

^ C08y 8in\p C08tp 

2) Man soll 

sk8ina8inß'i'bco8aco8ßco8y 

logarithmisch berechnen. Man bestimme den Winkel q> (zwischen 

und 180 •) so, dass * 

. b 
coig(p = — cotgaco8yy 

a 

also 

8kC08ip 8inu 

hC08aC08y= r- , 

8zng> 

80 ist 

' ü t X. o • • D . AC08q>8inaco8ß 

SL9ma8tnß'hDC08aco8ßca8y=^B,8ina8tnß-\ ^ 

8tn^ 

a,8inar . . « ^ 2L8inaco8iw'^ß) 

= — ; \8tnW8inß 4- C08W C08ß] = ; . 

8tng> •- ^ »^ y •- eiufp 

3) Man soll a + b oder a ~ b berechnen, wenn man bloss die 
Logarithmen von a und b kennt, d. h. also aus Zo^a, loffh soll man 
loff (a + b) oder log (a — b) suchen, wo*a > b und beide Grössen 
positiv sind. 

Man bestimme den Winkel g> so, dass 

, a 

so ist 

/o^(a-Hb) = lofflh (tg^g> 4- 1)] = log — j— =^logh — 2 logco8^. 

€08 cp % 



* nHnasinß-j-hcosaeosßcosy^ritLdinalsinß-^ cotga eosy eosß] 

im 

= tki%na[ßinß'i'eotgg>eoiß] = a[mam^H--: — eosß] 

Ctin 9 sin ß-\-co8g> eoa ß\ Sksüia eos (g> — ß) 

= a s%n a I : 1 = ; . 

V 9tng> J ixnqt 

Dabei ist tot (<9> — ß)=z coe (ß — 9>) 
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Man bestimiri« weiter tf; so^ dass 

b 

a 
so ist 

loff (a — b) = log [a (1 — sin^tp)^ = logsk + loffcos^xp 

= fo^a -I- 2 loffcoa^. 

Die Ganssischen Logarithmentafeln, wie sie zuerst in der 
„Monatlichen Korrespondenz" XXVI. Band, S. 498 ff. veröffentlicht 
wurden, sind bekanntlich zu dem Zwecke konstruirt, aus loffs^ und 
loffh d^ loff (a + b) und lop (a — b) zu erhahen. 

4) Man soll 

a.8ina — hsinß' 

B,8ina-hhsinß 

«zur logarithmischen Rechnung bequemer einrichten. 

Man bestimme g) so, dass 



so ist 



^ hsznß , . ^ . . 

tg(ß = — : — , D8znß = a.8inatgq)y 
SkStna 



txsina + disinatgip l^tgy> ^ ' 



wenn g)< 45®; ist y>46°, so ist diese Grösse = — tg{ip — 45"). 

Biese Beispiele mögen genügen , da wir ohnehin bei den An- 
wendungen Gelegenheit haben werden, weitere beizufügen. In vielen 
Fällen mag die unmittelbare Berechnung wohl eben so schnell zum 
Ziele führen; namentlich dann aber werden diese Umformungen von 
wesentlichem Nutzen seyn, wenn man bloss die Logarithmen der 
vorkommenden Grössen kennt und natürlich also das Aufschlagen 
der Zahlen zu vermeiden wünscht. Wir wollen nun noch einige 
Beispiele von Auflösungen sogenannter trigonometrischer Gleichun- 
gen anffibren, die zugleich zu weiterer Erläuterung des Vorgekom- 
menen dienen werden. 

Einige aUgemeind Bemerkungen mögen hier noch beigefügt werden. Will man 
einen Hilfiswinkel 9) einführen dadarch, dass man 

zin 9» 3= A oder eot g> = A 
setzt, wo A eine bekannte Grösse ist, so mnss der Werth von A nicht über 1 hin- 
ausgehen. Da, wenn A positiv ist, die erste Gleichung zwei zwischen und 180^ 
liegende Werthe von p gibt (die zusammen 180^ ausmachen) , so wftre'^ man im 
Zweifel, welcher zu wjlhlen sey; in diesem Falle muss mivn sieh für den «inen oder 
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andern entßchehleo -^ ia dei.Bege) wiri dieis för den klemeren geseMen. Die 

zweite Gleichung bestimmt den zwischen and 180^ liegenden Winkel g> voUkora- 

men; ist A^O, so liegt p «wische» und 90^ is^ dagegen A<[0^ so liegt g> 

zwischen 90° nnd 180^ 

Soll dagegen g> aas 

tffp = A oder eotg 9> = A 

•bestimmt werden ^ and man nimmt 9 zwisch^i oud 180°, so kann A einen ganz 
beliebigen Werth haben. Ist dabei A]>0, so .liegt q> zwischen and 90°^ ist da- 
gegen A<^0, so wird man 9; zwischen 90° and 180° erhalten. Wollte man 9 

etwa ans 

«tii^9 = A» oder eos*9 =: A 

bestimmeD, so mässte A positiv and nicht ^1 seyn; g> wäre dann zwischen 

and 90° enthalten. Sollte dagegen 9» aas 

tg^ y = A , oder cotff* 9 = A 

bestimmt werden, so f&üsste A positiv seyn, and man würde 9> zwischen and 90° 

nehmex^. 

§.39. 

Aaflösung trigonometrischer Gleichangen. 

1) Aas der Gleichnng 

a sin X -I- b cos x = c 

soll X befstimrat werden. 

Man bestimme den zwischen nnd 180^ liegenden Winke! g> 

80, dass 

b 



so ist 



D , a.s%nw 

tffg> = — , b = ^, 

^ ^ a cos 9> 



. SLSinw cosx 

astnx 4- = c, 

cosg) 



a sin X cos 5p 4- a sin q) cos x = c, cos (p 

a sin (x H- y ) = c . cos (p 

, . ^ ccosw 

*m(x -h ^ J = ^- . 

^ a 

Aus dieser Gleichung erhält man allerdings sin(x+(p). Sciliesst 

man alle ausserhalb bis 360 •liegenden Werthe von x+y aus, so 

wird, wenn «n(x+5p)>0, x + y im ersteü oder zweiten, wenn 

«^r^(x+5p)<0, x + y im dritten oder vierten .Quadranten liegen.* 



* Ist 9<90° and #<n (z-{-9>)>0y so liegt, wie gesagt, x+«> im ei^sten oder 
iwe&ten Quadranten; dabei könnte es sich aber ereignen, dasi der so eorbaUiene, 
im ersten Quadranten liegende Werth von x-hg> kleiner als 90 wJfcre alsdann wäve 
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Man erhält also immer zwei gleich mögliche WerOie von x. Wäre 

— > 1 , 80 wäre die Aufgabe mmiöglich. 

a 

Sey z. B. 
• %a = 2-8734276 , %b = 1-8727342 (~), loffc = 2-24734Ö2. 
%b = 1-8727342 (-) logc = 22473402 

E.%a = 71265724 loffcosg> = 9-9978462(-) 

loff tffg> = 8-9992066 (— ) E . % cos a = 71265724 

y = 174n7'64-5" Zö^«n(x-f-y)=9-3717588(-) 

13®36'49-2" 
_| 193^36' 49-2" _i 19n8'54-7'' 
^■*"*"'i346*23'10-8'" ^""1172^ 5'16-3". 
Die beliebige Zufogmig von 360® wäre natürlich gestattet, in- 
dem anch a ^n (x + n . 360") -H b cm (x + n . 360®) = c , wenn 
Sksm X + b co«x = c ist (§. 10). 
Die Gleicbong 

SLC08(x 4- a) -h b(JO«(x + /S) = c 
kommt anf 

(a cosa + h coaß) cosx — (a,8ina + hsinß) «wx = c , 
also anf die obige, zurück. Dasselbe gilt offenbar von den Glei- 
chungen 
a^n(x + a) -I- h8in(x + j8) =: c, a«en(x + a) -h b<?M(x + p) = c. 

2) Aus der Gleichung 

cosnx + co8(n — 2)x = cosx 
die zwischen und 360® liegenden Werthe von x zu ermitteln. 
Man hat (§.16) : 

cosnx -+- cos(n — 2)x = 2 cos(n — l)xcosXy . 
demnach ist obige Gleichung 

co8X = 2cos(n — l)x.cosx^ 
und ihr wird Genüge geleistet, wenn 

cö«x = 0, oder 2cö«(n-- l)x= 1 , 'cos(n — l)x = i. 



X negatiy. Wollte man den negativen Werth von z vermeiden , so braucht man 
ihm bloss 360® znznz&hlen. 

Ist 9>^90® und m(z+9>)>0, so wird der eben erwfthnte Fall eines nega- 
tiven z sicherlich Uli z + 9> < 90® eintreten ; er kann aber anch für z + 9> > 90® 
eintreten. WiU man die negativen Winkel vermeiden, so wird man sich natürlich 
w)e so eben helfen. 



AnflOBongtrigoiioiiietrisdierCHeicbiiiigeD. 109 

Die erste dieser zwei Gleichnngen verlangt, dass x = 90® 
oder 270®; die zweite dagegen, dass (n als positive ganze Zahl vor- 
ausgesetzt) : 

(n - l)x = 60®, 300®, 420®, 660®, 

..., (n— 2)360® + 60®, (n-2)360®-f-300*, 
woraus die Werthe von x folgen. (Ausser den zwei ersten, für 
welche cö« (n — 1) x = J, erhält man die ütrigen durch Zufügen von 
360®, 2 . 360® u. s. w. Bis zu (n — 1) 360® + 60® wird man nicht 
gehen, da sonst x > 360® wäre. (VergL §. 23. S. 62.) 

3) Man soll aus den zwei Gleichungen 

x«w(a — z) = a, X8in(ß — z) = b 
die Werthe von x und z bestimmen, wenn a, a, j3, b bekannt sind. 

Die Addition dieser z^ei Gleichungen gibt: 

x[^8in(a — z) -}- 8tn(ß — z)] = a -4- b, 
d.h. 

2x«n[Ka -^ß) — z]co8i(a - /5) = a + b. (§. 16.) 

Eben so die Subtraktion : 

X [8in(a — z) — 8in(ß -- z)] = a — b, 

d.h. 

2xco8 ß(a + j5) — z]8in\(a — |S) = a — b. 

Dividirt man beide Gleichungen, so hat man: 

tfflh(cc+ß)-z]=^^tgi(a--ßh 

worin, wönna—jS negativ seyn sollte, tg^(a—ß) durch —iff^iß—a) 
zu ersetzen ist (§. 16). Setzt man noch 

b, ^ a-hb 1 -htgo) ,, ^^^^ 

80 ist 

tgU(i(x-hß)-z] = tg(q>-h45')tff^,{a^ß). 

Aus dieser Gleichung ergibt sich ^(«+j5)— z (immer mit zwei 

Werthen, die um 180® verschieden sind), also auch z. Kennt man 

nun z, so findet man x aus den Gleichungen 

a b 

«in(a — z) «m(/9 — z)' 
oder auch 
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a-f-b a— b 



x=- 



Wären bloss die Logarithmen von a und b gegeben, so wtr4# 
man natürlich die erstem Gleichun|;en bjBquemer anwenden. 

Die Gleichungen 

x<?o«(« — y) = a, xco8(ß — y)=h 

kommen ßXLf die frohern znrack, wenn man setzt: 

§. 40. 

AuflOanni; von Gleiobungen« io ^enfin Bögen yorkommen. 

Bereits in §. 13 baben wir Kreisbögen, mit «einem Halbmesser 1 
zwischen den Seiten eines Winkels beschrieben, dnrch das Zeichen 
arc bezeichnet Ist x der Winkel , so ist die Länge des Bogema, 
mit dem Halbmesser 1 : 

wenn x in Graden gegeben ist, 

gleich ^g^, % j|^ = 8-2418774 - 10 ; 
wenn x in Minuten gegeben ist, 

wenn x in Sekunden gegeben ißt, 

L Wir wollen nun annehmen, man lege ans die GleidiOBg 

a9Tx = 2mx 

zur Auflösung vor. Es tritt diese Frage dann auf, wenn man in 
einem Ejreis diejenige Sehne sucht, welche den zu ihr gehörigen 
Kreisausschnitt halbirt. Ist nämlich x der MittelpunktswiAkel, r 
der Halbmesser, , so ist r.arox die Länge des Bogens, also |r*arcx 
die Fläche des Ausschnitts; die FJäche des von der Sehne und bei- 
den Halbmessern gebildeten Dreiecks ist ^r^^mx, also muss 

seyn. 



Um. diese Gieichafig zjx losen, verfahrt ma^ in folgender Weise: 
Gesetzt nm» kenne ^wei nur wenig von einander verschiedene 

Winkel a und ß(ß>ä) so beschaffen , dass 

arca — 2sma ond arcß — Zsinß 

von verschiedenen Zeichen sind, so wird der gesuchte Werth von x 

nothwendig zwischen a und ß liegen. * 

Man wird nun setzen können 

wo die Grösse u klein im Yerhältniss zu cc ist (also z. B. nur wenige 
Minuten oder Sekunden beträgt). 

Der Annahme nach hat man afso; 

arc(^a -f- u) — 2sin(,a + u) = 0. 

Ferner ist offenbar 
arc(€t 4- u) = arca ■+• arcu, OTn(a-+- u) =*2wa -f- arcucosa, 
wenn man <?ö«u = 1, 8inu=:arcn setzt (§. 18), was man beiläufig 
darf. Demnach ist 

<3fr<:a-i-arcvi — 2«ewa — 2arcuco8a = 

arßn[l — Zcoea] = 28ma — arca 

2 sin a — arc a 



arcxi=: 



1 — 2 cos a 



* Sey z. B. die Grösse area^Zsina negaÜT, areß^Zsinß positiv; ferner 
-wird , da are z sowohl als 2 sin x sich mit z nur allmälig ändern , die Grösse 
arc'L — ^tin'L anch sich mit 'z nur allmXIig ändern. Pa nnn für z=a diese Grösse 
negativ für z = ^(]>a) aber positiv ist, so -wird sie« wenn man z von a bis ß all- 
mälig wachsen läaat, «inmal durch Nnll gehen, d. b. «s wird einen Werth von z 
zwisdien a und ß geben, Iftr den or^z — 2mz = 0, also arcz = 2«»nx ist. 
Gerade diesen aber suchen wir. 

Wir fi€ftzen ttabei z mir positiv voraus. Würden wir auch negative Werthe 
adaisaa« so g^he «s «och einen snreiten Werth , der dewi -ersten gleicb« aber 
negativ vär^. 

Uebrij^BB ist 9in(3h lür x :=='Q: tisre z =^ 2 ^in z ; djiesen Wei^tb aber wollen wir 
nicht weiter beachten. 

unsere Auflösung setzt voraus , dass man zum voraus zwei Gr&nzen kenne, 
zwischen 4eaeti s liegt. Diese selbst hat man donch Pirobiren ra ^find^n» was kei- 
neswegs iiebr schwer ist. Man bs^ zu dem Ende j« bloss die zw^i (z.B. um 1° ver- 
Bchiedenes) WeHheix und ß zu suchen, so bescfaaöSen, dass 

Zsina^curea, 28inß^areß 
ist. 



112 



Die Gleichung are z = 2 «»» x. 



aus welcher Gleichung beiläufig arcn, also auch u gefunden wird. 
Ob nun der wahre Werth zwischen a und a + u , oder a + u und ß 
liege, entscheidet sich durch die Zeichen von 

arca — 2«ma, ar(j(a + u) — 2«w(a + u), arcß — 2stnß; 

sind die zwei ersten Grössen von demselben Zeichen, so wird x 
zwischen a + n nnd ß liegen; sind sie von entgegengesetztem Zei- 
chen, zwischen a and a + u, inuner nnter der Voraussetzung, dass 
a + u < /}. Man hat jetzt zwei nähere Gränzen von z, mit denen 
man in derselben Weise verfährt. 

Man findet für a = 108^ /9 = 109", wenn man die Tafeln für 
die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen benützt: 



orclOO* = 1-74533 
arc 8° = 0-13962 
aröl08» = 1-88496 

%2 = 0-30103 
Zossen 108" = 9^97821 

0-27924 

2 OTM 108" = 1-9021, 



arc 100" = 1-74533, 
arc 9" = 0-15708 
a»-cl09" = 1-90241 

loff2 = 0-30103 
%OTwl09" = 9-97567 

0-27670 

2«)!» 109" =1-891, 



also 



arc 108" — 2«nl08"<0, arcl09" — 2wb109»>0, 

d. h. z zwischen 108" ond 109". Mithin: 

2OTn 108" — arc 108» 
1 — 2 CO« 108° 

loff2 = 0-30103 
loffcos 108" = 9-48998 (-) 

9-79101 (-) 

2c(m108"=- 0-61803 
l-2co« 180" = 1-61803 
2«n 108" — arc 108" = 0-0172 



0-0172 „^,^- 
'^" = r6!8Ö = ^'^^^«' 

a zwischen 36' nnd 37' also unge- 
fähr z=108*'36', 80 dass man 
vermnthet, es liege z zwischen 
108"36'undl08"37'. 



Es ist nnnmehr: 

arclOO" = 1*7453292 
arc 8" = 01396263 
arc 36' =0-0104720 



afvl08"36' = 1-8954276 



arc 100" 
arc 8" 

arc 37' 

arc 108"37' = 1-8967184 



1-7453292 
01396263 
0-0107629 



Die Gleiehnng are z = 2nnz. 113 

%2 = 0-2010300 log2 = OSOIOSOO 

hgrin 108*^36' = 9-9767022 Zo^«nl08»37' = 9-9766597 



0-2777322 0-2776897 

2«nl08®36'= 1'895636 2««108*37' = 1-895536. 

Da somit 

arcl08«36'-2«nl08'»36'<0, arcl08"37'-2«nl08«37'>0, 

so licTgt X zwischen 108^36' und 108^37'. Man setzt also jetzt 
« = 108*36' und hat: 

logcosa = 9-5037353 (— ) 
f(?ff2 = 0-3010300 

9-8047663 (-) 
2 CO«« =-0-6379187, 1 -2(?m«= 1-6379187, 
_ 1-895636 - 1-896427 _ 0-000109 
^^'^" 1-6379187 "^ 1-6379 • 

also wenn man u in Sekunden hiernach logarithmisch berechnet: * 

Zo^ar(?u" = 0-82316 -6 

5-31442 



1-13767 
n = 13-72". 

Also beiläufig x= 1 08*36'13". Man hat 108*36' 13"= 390973", 

mithin wenn man wrc 108* 36' 13" logarithmisch berechnen will 

%390973=5921468 Zo^ 2 =0-301 0300 

4-6866749 Zo^«nl08*36'13"=9;9766930 

Zo5Faro390973"=0'27772l7 Zo^2«ml08*36'13"=0-2777230 

Zö^390974=6-5921479 , %2=0-3010300 

4-6866749 Zo^ww 108*36' 14" =9-9766923 
Zoi)rar(?390974"=0-2777228 Zo^2«nl08*36'14"=0-2777223, 
also ai-cl08*36' 13"- 2«wl08*36' 13" < 0, 

arcl08*36'14"-2«nl08*36'14">0, 
d. h. der gesuchte Winkel x liegt zwischen 

108*36'13" und 108*36'14". 



* Es ist wenn a die Anzähl Sekunden eines Winkels: 

log are a = /o^ a -+- 4*6856749 - 10 , 
logtL = log orc a + 5-3144251. 

Dien; er, Triipoiiomeirie. 8 
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2) Sey vorgelegt: 

arßx = istn2x 4- {tt, 
welche Gleichung wir ebenfalls lösen wollen. * 

Zunächst hat man wieder zwei Werthe von x , a und ß^ zu 

suchen; für welche 

<vrca — \sin2a-'\n^ arc ß — ^sin ß — {n 

von verschiedenen Zeichen sind. Alsdann setzt man 

x = a + u, 
sodann 

(•o«u,= l, «nu = ar(?u, *m2u = 2(W<?n, 
und hat: 

arc (a + u) = \8in (2 a -f- 2 u) -h J;r, 
d.h. 

arca -h arc u = ^«n 2 a -h arcu . cö*2 a + \n 

aTca — \8in2a — in t«w2a + ijr — aw« 

arcxx = ^r — ^ = ^ *— , 

c082a — \ \—co82a 

nach welcher Formel arcxi erhalten wird, und u sodann leicht ge- 
funden werden kann. 

Der ganze Bechnungsmechanismus ist nun der folgende, wobei 

# 

wir wieder Tafeln von arca benützen wollen. 

arcöe» = 1-1619173 
orc 67 "=1 1693705 

hgmnl^l" = 98710735 logsin 134* = 9*8569341 

E.%2 = 9-6989700 E.%2 = 9-6989700 

0-6700435 — 1 0-555904 1 — 1 

i«V» 132" = 0-3715724 J«n 134* = 0-35967 

{n = 0-7853982 {it = 0-78639 

1-1569706 1-14506 



* Man findet diese Oleiohang, wenn man einen Viertelskreis dnieh eine Senk- 
rechte anf einen der zwei begrftnzenden Halbmeuer halbiren wilL Würde etwa in 
der Figor 13 man sich einen senkrechten Halbmesser anf CO in C denken and es 
sollte. AFG = jt der Kreisfläche seyn, so w*re OCA= z nnd also 

Ausschnitt GAC = '1^^. AFC = ''*^'^^" = '-^*^, 

, , .,.. r*arcx r'«tn2x rV * . « »< 

d. h. mithin: — r = -^-, ortfx— t«»n2x = -r-, 

oder are-L = |«tn2x+ -r- . 

4 



Die Oleicbang <>rexnnjz= 1. 116 

arc66»<i«nl32'' + i«, arc67»>i«»134"'+ljr, 

« = 66«, /S = 67». 

<jo«132"'= -0ß691306, 1 -co« 132' = 1-6691306 

11569706- ri519l73 50533 «„„o«« 
«"''" =• r6^l3Ö6 = 16691306 = ^'^^^^' 

u zwischen 10' und 11'. 

ar<j66*= 11519173 arc66''= 11519173 

ar«jlO' = 00029089 orcir = 0-0031998 



arc66»10' = 11648262 orc66»ll' = 11561171 

io^«n 132 "20' =9-8687851 Zo^«nl32''22'= 9-8695548 « 

E.%2 = 9-6989700 E.%2 = 9-6989700 

05677651-1 0-6676248—1 

i«n 132«20'= 0-3696196 J«nl32»22'= 0*36942 

{n = 0-7853982 iff= 078539 

1-1550178 1-16482 

« = 66" 10'/?= 66*11'. 

eoa2a = - 0-6738726, 1 - co»2a= 1-6738726, 

1-1560178 - 1-1548262 „ „^^, , ,^ 
'"•''" = 2^6738726 = 0001146. 

n zwischen 23'' oDd 24'^- also x = 66M0'23^ aaf Sekunden genau: 

3> Man habe die Gleichung: 

arcx.sin\x= 1.* 
Hier ist also 

ar(?[a -f u] «nßa 4- Ju] = 1 , 

[^arca H- arcu] [^sin^a H- ^arcucos^a] = 1, 

oder wenn man arc^u vernachlässigt: 

arcasin^a 4- arcu [sin^a + ^arcacos^a] = 1 

I — arcasin^a 



arcu = 



sin i « 4- i €08 ^a arc a 



* Kau erhält diese Gleichang , wenn man siqh die Aufgabe stellt , in einem 
Viertelskreis einen Ton einem Endpunkte ans gerechneten Bogen zu bestimmen, 
so, dass seine Sehne, wenn man sie verlängert, bis sie den Halbmesser des andern 
Endpunkts des Viertelskreises trifft, mit ihrer Verlängerung dem Bogen gleich sey. 

8* 
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Rechnet man nach diesem Schema, so ergibt sfch 

x = 84»53'38-8". 
Zur Uebnng mögen dienen: 

arex = cosx, x = 42»20'47-2"; 

an?x = «nx + Jff. x = 132*20'47-2", ' 

aröx = «fix-f-|ff, x = 149*16'270"; 

arex=^tffx, x = 66*46' 54-2". 

{Euler, iotrodnclio ü.) 



Fünfter AbschnitL 

Bestimmung eines Dreiecks aus Verbindungen 

einzelner Stücke. 

§.41. 

Wir haben im dritten Abschnitte gesehen , in welcher Weise 
ein Dreieck zn berechnen ist, wenn gewisse Stacke in demselben 
bekannt sind. Die dort als gegeben angesehenen Stücke waren 
jeweils nur einzelne Seiten nnd einzelne Winkel. Es kann aber 
auch der Fall eintreten , dass die gegebenen Stücke nicht einfach 
Seiten und Winkel, sondern Yerbindangen mehrerer Seiten and 
Winkel sind, oder dass weitere Grössen bekannt sind, die das 
Dreieck geometrisch vollkommen bestimmen , so dass es anch ana- 
lytisch mnss bestimmt werden können. Wir wollen , ohne ans in 
weitere allgemeine Erörternngen einznlassen, an einer Reihe von. 
Aufgaben zeigen, wie man hier zu verfahren hat 

1) In einem Dreieck ist gegeben eine Seite a, ein ihr anliegen- 
der Winkel B, and die Differenz der beiden andern Seiten; man soll 
das Dreieck berechnen. 

Die beiden andern Seiten sind b and c; wenn nicht gesagt ist, 
welches die grössere der beiden sein soll, so ist die Differenz b — c 
positiv oder negativ zn nehmen, so dass wenn a die gegebene Diffe- 
renz, man hat 

b — c = -H a. 



Gegeben: a, B, b — e. 117 

Nun ist [§.27 (32)]: 

sinA stnA 

mithin, da sicherlich A + B H- C = 180°, C = 180*^-(A + B). 
sinC = 8m(A ■+• B) : 

A\ . r A 

:z COM I n -4- 



2«»(b+2)a(-^) 



«mA ^ ^ _ . A A 

2 wn —(?<?«— 



. A A A 

sin— cos -— cos — 

= — aLCOsB-^-SkSinBtff—^ 
d. h. 

+ «= — SiCoaB + a«nB<^— , 

A _SkCOsB±a 
^"2 a^ViB ' 

woraus, da -^ < 90 ^ der Winkel A bestimmt werden kann, voraus- 

gesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung positiv ausfalle. Ist 
also z. B. B stumpf, so kann bei a bloss das obere Zeichen gelten, 
da natürlich dann b< c ist u. s. w. Ist nunmehr A bestimmt, so 
kennt man in dem Dreiecke eine Seite und alle Winkel und kann 
dasselbe nach §. 29 berechnen. 

Sey etwa a = 173, B = 56*^25' 13", b>c, « = 27, so ist 

SLCOsB = 95-686, aco^B + « = 122-686, 
loff(s^cosB 4- «) = 20887950, logeLsinB = 2*1587521 , 

%^^^ = 9-9300429, ^ = 40^24' 18-5", A = 80° 48' 37-1". 

W&ren beide Glossen ^eosB-ha, SkCosB^a positi?, so gftbe es zwei Werthe 
▼on — , also auch zwei Dreiecke; in dem einen (a mit dem obem Zeichen) wftre 

b^c, in dem andern b<^c. Es versteht sich von selbst, dass, wenn das Dreieck 

A ' 

möglich seyn soU, nicht bloss tg— positi? ansfallen mnss, sondern es mnss auch 
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A + B <^ 180® seyn. Ueberhaupt dürfen bei all diesen Aufgaben die Besoltate den 
Grundbedingungen der Möglichkeit eines Dreiecks nicht widersprechen. — Fiele 

tg-^ negativ ans, so wäre mit den gemachten Angaben ein Dreieck unmöglich. 

2) Der umfang eines Dreiecks ist gegeben , so wie die drei 
Winkel, man soll das Dreieck berechnen. 

Man hat: 

_ a^tnB _ a^nC 

sinA ' sinA ' 

also daa + b + c = a gegeben ist: 

a^nB a«mC «?wA + «wB-f-mC 

a = a H — a . 

$inA 8inA einA ' 

Aber 

«nC = 8in{A + B) = 28in\{A -f- B).co8\{A 4- B), 

«mA + «wB=2«ni(A4-B).<;o«J(A-B) (§. 16), 

also 

sinA-h «nB+ «mC=2«iwKA+B) \co8^{A + B)+ C08\{A — B)] 

(A B\ A B 

2 cos-^.co8—\^= ^8in\{A-{''&)co8—co8~ , 

und da 

«wKA + B) = «w(90«-jC) = öö«iC, 

also 

ABC 
«nA + sinB + «twC = 4(?o*— co*-r-cö«~, 

m Ja AI 

SO ist 

_ 4ge)gjAgQg^Bgog^C _ Aco8\Aco8\^co 8\C 

8inA ' 28in^Aoo8^A 

_ €08\BC08^C 
— ^a^ : T-: • 

8tniA 
Hieraus : 

. B .0 

««Y sin— 



• 


A 




nn 


'2 


■ 


B 




C 


"«Wir 


coa 


' — 


2 




2 



A C' ^ A JB* 

C08—C08-^ C08-— C08^ 

Z Z 2 2 

Füra = 13000, A = 48''17'30", B = 63«39'40", C = 68«2'50", 
erhält man : 

a=3776-96, b = 4542-85, c = 4691-19. 
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Wollte man den Flächeninhalt des Dreiecke durch die gege- 
benen Stücke finden , so hätte man für denselben (§. 33) : 

.A.B.^ .A.B-.C C 
ab«mC_j ,22 _a 2 2 2 2 



= t« 






B A ,C 8 H A ,C 

cos—coa-z-coa*— eos-^coa-z-cos^-^ 

JL tit £t ^ IL m 

. A . B . C 



= I«'^^T-^5'T-^V- 



*^- A B C *" -^^2''^ 2 '^2 

cos— cos ~ cos -z^ 
At 2t 2t 

3) Man kennt die sämmtlichen Winkel eines Dreiecks und die 
Somme a 4- b zweier Seiten. 

Aas §. 28 folgt : 

_ (a + b)«niC 

^'^ (?o«KA-B)' 

wodurch die dritte Seite gefanden, und somit die Aufgabe auf §. 29 
reduzirt ist. 

Man hat übrigens auch nach §. 28, Formel (34): 

a-b = (a + b)'i^^|^ = (a + b)^KA-B)<yjC, 

wodurch a — b gefunden wird, und da man a + b bereits kennt, so 
erhält man leicht a und b. 

Für 

a -i- b = 669, A = 65^28' 13-6", B = 42^30' 3*6", C = 72' 1' 428" 

findet sich 

a = 3'r3,b = 277,0 = 390. 

4) Ist die Differenz a— -b gegeben und die Winkel, so hat man 
(§. 28) : 

Für 

a- b = 3243-2, A = 79'8'33", B = 44«17'56", C = 56'^33'31" 

folgt: 

a= 11227-2, b = 7984, c = 9539-18. 
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5) Man kennt eine Seite a eines Dreiecks, die Differenz B—C 
der beiden Winkel an derselben (B > G) und die Differenz der zwei 
andern Seiten b — c (natürlich anch b > c). 

Nach §.28 Formel (35) : 

* b — c 

wodorch A gefhnden wird. Dann ist [§. 28 Formel (34)] : 

b + c = (b — c) cotff^Aootff^ (B — C) , 
wodurch b + c erhalten wird, also, da man b — c kennt, auch b und 
c, so dass jetzt genügende Stacke bekannt sind (§.31). 

a = 6691-99, b - c = 131302, B - C = 25^67' 20", gibt 

A=40«37'20"; b = 867l-03; c = 730801, B = 82"40'0^ 

C = 56H2'40". 

6) Es ist die Summe a + b, die Seite c und Winkel C ge- 
geben. 

Da G gegeben ist, so hat man A + B = 180®— G ; ferner folgt 
aus §. 28 : 

c 

A— B 

also wenn man A > B voraussetzt, so findet sich hieraus — r-^ , 

indem ganz sicher J (A — B) < 90*; mithin da auch J (A + B) = 
90®— ^C, so findet man A und B und die Aufgabe ist auf §.29 
zurückgeführt. 

aH-b = 944-3, c = 525'486, G = 64®9'16'' gibt 

.A = 40®32'16", B = 75n8'28", a = 379-5, b = 564-8. 

7) Man kennt den Flächeninhalt F eines Dreiecks, eine 
Seite a und den Umfang U = a + b + c. 

Aus §. 27 Formel (30) folgt, da 2s = ü: 



A _r/ (iü-b)(tü = c) _i/(^ü -a)(iü-b)(tü-~c)^ü 
'^2^y iü(iü-a) -y (iU)^(iü-a)' 

"lU(JU-c)(§-23'N'^-^>- 

Hieraus findet sich A. Da b + c = U — a, so kennt man auch 
b + c, mithin erhält man aus §. 28: 
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a 

and wenn manB>G voraussetzt, den Winkel B — C; daBH-C 
= 180*— A, so findet man jetzt B nnd C und kann , da 

b-c = (b + c)^i(B-C).<jr5A[§.28, Formel (34)], 

leicht noch b~c berechnen, also b nnd c finden; oder anch, da a, 
A, B, G bekannt sind, die Aufgabe anf §. 29 rednziren. 

F=161872, a = 625, ü = 2034 gibt A= 41 •42'32-l^ 

B = 32*31' 13-6". C = 105*46'14-4"„b = 506, c = 904. 

8) Man kennt den Flächeninhalt F, den Umfang U=aH-b-hc 
nnd den Winkel A. 

Aus §. 33 folgt: 

2F 
bc = -T— r> b-l-c = ü — a, 

also 

(b + c)' = b' + 2bc-f-c' = (U-a)». 

Nach 1. 27 (29) ist aber 
b» + c^ = a'4-2bccö«A = a^ + ^^^^;^^ = a' + 4Föo^i^A, 

also hat man . 

4F 

(ü - a) ' = a» 4- 4Fcro<^A -h -v-T » 
^ '^ 8tnA 

4F 

ü'-2aü-l-a' = a'+4F(?o/(7A-h-:— r, 

4F 

ü'~2aü = 4F(?o^flrA4--T-T. 



Aber 



\]^-4:F(cotffA'{'j^^ = 2a.U. 



1 cos A -hl 2cos^^A 



^ sznA sinA 28tniAcoaiA 

also 

2aU = ü'-4Fc?<?^iA, 

. J3^-4FcotgiA ü 2F , , . 
a = ^-^— = cota 4 A. 

Kennt man hiedurch a, so hat man auch b + c = ü — a, nud 
dann aus §.28: 
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4/T% n\ (bH-c)^n4A 

ä 

wodurch 9 wenn man B > C voraussetzt » B — G gefaoden ist Da 
B + G = 180®— A9 so findet man nunmehr B und G und kann jetzt 
das Dreieck leicht berechnen. 

Natürlich muss a positiv und <b + c, d. h. <ü — a aus- 
fallen. 

9) Man kennt die drei Höhenlinien eines Dreiecks, dasselbe 
zu berechnen. 

Seyen a, /?, y die drei Höhenlinien von den Spitzen A, B, G 

aus, so ist offenbar 

aa = /?b = yc 

da die Hälfte jeder dieser Grössen die Fläche des Dreiecks aus- 
drückt. Daraus folgt: 

, a a 

b — -^a,c = — a, 

ß y 

also die Fläche auch (§. 33) : 

iV(a-^^a-*-Tr*)(a + ^a---a)(a--aH a) X 

P 7 P y P y 

(-a + — a-l- — a) = $aa, . 

P y 

d.h. 

V(^y-}-ay + aj8) {ßy-^ay-aß) {ßy^ay+aß) (^ßy^ay^aß) 
woraus dann b und c. Aus den drei Seiten folgen dann die Winkel 

10) In einem Dreiecke kennt man den Winkel G, die von G 
auf c gefällte Senkrechte h und den umfang des Dreiecks 

U = a-}-b4-c. 

Zur Bestimmung der drei Seiten a , b , c hat man offenbar 
folgende Gleichungen (§§. 33, 27): 

ab«nG = ch, c* = a' + b* — 2abce)«G, a + b + c = ü. 
Daraus folgt 
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a + b = U — c, a'-f-2ab-4-b' = ü'-2üc-l-c', 
d. h. da 

a' -4-b^ = c' H- 2ab<?o«C = c*4- -7-;r-(7ö«C = c' + 2.ch co^C : 
c'H-2chco<^C-f-4^=ü'-2üc + c», 



2ch( — r-p-) = U'— 2Uc, 2ch.— — ^^-^— K = ü'--2üc, 



2ch.(?otyJC = ü*-2Uc, 2c[h.(J0^^|C-f-ü] = U* 

ch 
Kennt man nun c. so kennt man auch ab= . ^ , ferner 

8%nG 

a4-b = U — c; nimmt man nun an, es sey a>b, so hat lüan 

a + b = a, ab=^, a und /3 bekannt* 

Daraus 

a' + 2ab4-b' = a' 

4ab =4jg 

a»-2ab4-b' = a'~4/?, 
d. h. 

(a~b)'=a*-4i3, a-b = Va'-4ft 
ond da 

a + b = a, a — b = V«'— 4/9, 

so findet man a und b. Aus den drei Seiten ergeben sich sodann 
die drei Winkel. 

II) In einem Dreieck kennt man die drei Winkel A, B, C, 
sowie die Senkrechte h, die von der Spitze G auf c gefallt ist 

Man hat offenbar (Fig. 16) : 

— = «n A, — = «wB , 

b a 

d.h. 

h h 

b =z-^—^ a=- 



Sind nun a, b, G bekannt, so ist das Dreieck gegeben. 
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Diese Aufgaben mögen genügen, nm zu zeigen, wie man sich 
in ähnlichen Fällen zu helfen^hat. 

Statt weitere Aufgaben dieser Art beizuf&gen , ziehen wir es 
vor, nunmehr eine Reihe praktisch mehr oder minder wichtiger 
Fälle zu betrachten, die uns Gelegenheit genug geben werden, die 
vorgetragenen Lehren anzuwenden. 



Sechster Abschnitt. 
Auflösung einer Reihe praktischer Aufgaben. 

§.42. 

Aufgaben aas der Lftngenmessang. 

Indem wir nachstehend eine Reihe Aufgaben, die mehr oder 
minder für die Praxis wichtig sind, lösen, haben wir natürlich nicht 
die Absicht, einen Kursus der praktischen Geometrie au&ustellen. 
Die Aufgaben sind für uns hier nur in so fern^ von Interesse , als 
sie Anwendungen der vorgetragenen Lehren fordern; die wirkliche 
Ausfuhrung, die dabei nöthige Vorsicht u. s. w. kann begreiflich 
nicht Gegenstand dieses Abschnitts seyn. Eben so haben wir auch 
gar zu einfache Aufgaben nicht berührt, wenn sie gleich vielleicht 
far die Praxis sehr wichtig sind. 

1) Man soll die Länge der unzugänglichen Geraden AB be- 
stimmen i wenn man von zwei Punkten C und D aus sowohl A und 
B als auch jeweils D oder G sehen kann. 

' Man messe die Standlinie CD = a, 
sodann die Winkel a, ß, y, d, so wird sich 
hieraus AB=x bestimmen lassen. 

In dem Dreieck ACD kennt man 
nämlich die Seite CD nebst den Winkeln. 
ACD=a+ft ADC = y, kann also nach 
~i> * §• 29 das Dreieck berechnen, namentlich 

also die Seite AD; in dem Dreieck BGD kennt man eben so CD 
und BCD = j3, CDB = }' + d, kann dasselbe also gleichfalls be- 
rechnen, speziell die Seite DB. In dem Dreieck ADB endlich kennt 
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Fig. 28. 



man AD, DB nebst AI)B = d, kann also dasselbe nach §. 30 be- 
rechnen, d. h. die Seite AB finden. 

Znr Uebnng legen wir vor: 

CD = 45501-62, a = 39«8'481", /S = 67« 13' 57-4", 
y = 44*12' 39-6'-, d= 18®30'9-2", 

worans AB = 40876*03 folgt. 

Es wäre auch möglich, dass AB die Standlinie CD dnrchchnei- 
den würde. Misst man nun wieder CD = a, die Winkel a, ß, y^d^ 
so kann man in dem Dreieck CAD nach §. 29 
die Seite AD, in dem Dreieck CBD nach §. 29 
die Seite BD berechnen. Alsdann erhält man 
ans dem Dreieck ADB nach §. 30 die Seite AB. 

Sey für diesen Fall : 

CD = 8890114, a = 29«24'34-9", 

j8-25«8'35-0", y=:44M2'39'6", 

d = 18*»30'9-2", 

so hat man, indem man von der zweiten Anf- 
lösnng in §.30 Gebrauch macht: 

CAD=:180«-(a + y), CBD=180«-(|S + Ö); 

-^_ CD_.5wia pT\— CE.ainß ^ 
8tn(a-\-yy sin{ß + öy 




.^_ 2sin\{r^ö)yfAD.m) ,^^ BD^AD* 
^^^- BD:::ÄD ^^^"^ cosg> 

a + y = 73*37'14-5", ß + d = 43^38' 44-2", 

i(y-f-d) = 3r21'24-4". 



* Es ist diess die Formel des §. 30, wo a = BD, b = AD, C=y+5. Dabei 
ist nicht geradezu BD]> AD vorausgesetzt, so dass, wenn BD^AD der Winkel q> 
spitz, dagegen für BD<[AD Winkel g> stampf ist. Dass dabei AB immer positiv 
aasfaUt ist klar, indem BD — AD und eosqt dasselbe Zeichen haben. Für BD=AD 
wird man übrigens diese Auflösung nicht anwenden, sondern von §. 26 II. Gebrauch 
machen. 
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Lage eine* Panktei ans 2 Oenden nnd 3 Winkeln. 



hgCD = 4-9489073 

Zo^«ma= 9-691 1267 

E.loff8in(a + y) = 0-0179931 

. log AD = 4-6580271 

AD = 45601-63 



% CD = 4-948,9073 

Jogsinß = 9*6282663 

E.logainiß + «) = 01610277 

%BD = 4-7382013 

BD = 54726-96 



BD -AD = 9226-32 

%(BD - AD) = 3-9649814 

fo^r 2 =0-301 0300 

logmn\(j + «) = 97163086 

1% AD = 2-3290135 

J%BD = 2-3691006 

E . fo^(BD -AD) = 60350186 



%(BD - AD) = 3-9649814 

E . log cos (p = 0-7572172 

%AB = 4-7221986 

AB =52747-09 



%/^9) = 0-7504713 
Zo^co«<j) = 9-2427828 (Seite 63). 

t 

2) Man kennt die Linie AC=a, BG=b, die Winkel DAC=a. 
DBG = ß^ AGB = y und soll hieraas die Lage des Punktes D be- 
stimmen. 

Sey AGD = x, DGB = y, also x4-y=y. 
Nun ist (da ADG = 180" — [a 4- x] u. s. w.) : 




CD 


sina ( 


a 


«ew(a-fx)' 


also 




GD- 


SLsina , 


«w(a-l-x)* 


woraus 




^sina 


b«2W|5 



9vaß 



GD 



b sin{ß-\-i)' 



GD = 



b^nj? 



«^n(|S-hy)' 



sin (ß + y) _b sinß 
sin (a 4- x) sin ((3 + y) * sin (a H- x) ^sina 

d. h. da y = y — x: 

sin (ß + y — x) _ b sinß 
sin (a -f- x) a sina ' 

sin(ß 4- y)cosx — cos(ß + y)sinx _ hsinß 
sin a cosx -h cosasin x a sin a^ ' 

sin(ß d- y) — cos(ß + y)tgx __ hsinß 
sina + cosa tgx SLsin a ' 
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^9ma€in{ß -f- y) — hsinasinß 

= [hco8a8inß'h2Lsinaco8(ß'\'Yy\^ff^9 

sin a . [a sin (ß-hy) — b sin ß^ 

a,8inaco8(ß'i-y) -hbcosasinß' 

Hieraus folgt x, das jedenfalls <180^ ganz unzweideatig; 
eben so erhält man dluin y and endlich CD. Durch diese Grössen 
ist dann die Lage von D vollkommen bestimmt. 

a = 119767-86, b = 110676-82, 

« = 60^22' 21-4", /9 = 66'10'8-6", y = 9Ö«7'll-8". 

loffa, = 5-0783040 logh = 5-0440506 

üo^^wa^: 9*9391491 Z(>^«ma = 9 9391491 

lag sin (ß 4- y) = 9*6043600 log sin ß = 9^9612983 

4-6218131 4-9444980 

SLsinasin(ß -h y) = 41861-34 hsinasinß = 88003-10 

Zo^a = 5-0783040 
Zo^«ma- 9-9391491 
Zö^g(?g(/g + y) = 9-9616987 (-) 

4-9791618 (-) 

2k8incc€08(ß'^y)=—953U'92 

Zo^b = 6-0440606 41861-34—8800310 4614176 

logcosa = 0.694041 1 ^^^"~ -9Ö312-92+50048-38 "" 45264-64 
log sin ß = 9*9612983 log Zähler = 4*6640941 

4-6993900 E . log Nenner = 5'3442418 
hcosasinß = 60048-38 logtgx = 0-0083369 

x = 45^32' 69-4" 

y = y -.x = 44*34' 12-4", a 4- x = 105*66'20-8'' 

Zo^a = 5-0783040 

Zo^«2wa = 9-9391491 

E . log sin (« + x) r: :: 6-0169901 

Zo^ CD = 60344432 

CD = 108263-8 

3) Diese Aufgabe kann angewendet werden, um die Entfer- 
nung eines Planeten von der Erde zu bestimmen, wenn man dabei 
die Erde als Kugel ansieht. 
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In zwei Punkten A und B, die auf 
demselben Meridian* liegen, misst man 
ff in dem Augenblick, da der Planet S durch 
den (Himmels-) Meridian geht,, die Zenith- 
distanzen SAA^ SBB' desselben« so kennt 
man AC=CB, (den Halbmesser der Erde), 
den Winkel AGB, so wie SAC = 180* 
-SAA', SBC = 180®-SBB'und berech- 
net also CS nach Nr. 2 (wenn C'der Mittel- 
punkt der Erde ist). 



Fiff.'Sl. 



t WPA / 






Fläche «des Dreiecks AEB = — = 



4) Die vier Punkte A, B, C, D liegen 
in gerader Linie, E ausserhalb dieser Linie. 
Man kennt AB = a, GD=b, nebst den 
Winkeln AEB = a, BEC = iS, CED = y; 
man soll BG = x suchen. Denken wir uns 
von E auf AD eine Senkrechte gezogen, 
und sey die Länge derselben =z, so. ist 

az AE.BE^'na ^^ „„v 

— (§• 33), 



2 2 

_bz_GE.ED.«ny 



« 



GDE = ^ = 



* Wir woUen ans die Erde als Kngel denken; alsdann bildet derjenige 
Durchmesser derselben, um den sie sich bei ihrer tAglichen Bewegung dreht, die 
Erdaxe, welche, bis an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres in den Polen 
(Nord- und Südpol) trifit. Da in Folge der täglichen Umdrehung der Erde das 
ganze Himmelsgewölbe sich um die Erde zu drehen scheint, so sind die Pole , als 
in der Drehaze liegend, die einzigen Punkte desselben, die ruhig bleiben. Legt 
man durch die Erdaxe und einen Punkt der Erdoberflftche eine Ebene, so schneidet 
dieselbe die Erdfl&che in einem Ejreise, der den (irdischen) Meridian des fraglichen 
Punktes bildet. Erweitert man diese Ebene bis an das Himmelsgewölbe, so 
schneidet sie dasselbe im (himmlischen) Meridian des Ortes der Erdoberfläche. 
Yerlftngert man den in den fraglichen Erdort gezogenen Erdhalbmesser bis an das 
Himmelsgewölbe, so trifft er dieses im Zenith des Ortes, das also senkrecht über 
letzterem am Himmel liegt Das Zenith befindet sich mithin im Meridian. 

Ist S irgend ein beliebiger Punkt, A' das Zenith von A, so heisst der Winkel 
A'AS, die Zenithdistanz des Punktes S. Man kann letztere also auch erklären 
als den Winkel, den die im Punkte A senkrecht auf die Erdoberfläche gezogene 
Gerade mit der von A nach S gezogenen Linie bildet. 



Linge einer Linie am ihren Terlingernngen und 3 Winkeln. 129 

Fläche des Dreiecks AED = (^±^£)g=AE.DE^n(a+i9>hy) 

2 2 • 

w y, fi nsuKj — — — — r — stnp. 

Hieraus folgt , wenn man das Produkt der zwei letzten 61ei«> 
chnngen darch das der zwei ersten dividirt: 

(a4-b + x)x __ sinßsin (oc-\-ß-hy) 
ab sinasiny 

(a-+-b)x-hx'= . . — ' — —, 

sinasiny 



(a+b\ 'i/^a,h8inß8in (a-\-ß'hy) (a-f-b)^ 
2 J "' ^ sinasiny 4 

Man bestimme nun einen Winkel 9 (zwischen 0^ and 90^) sa» 
dass * 

2 \/ Skhsinßsinia-hß-^y) 
a-f-b ^ ^sinasiny 

so ist 

Sihsinßsin(a-hß-^y) _ (a + b)'<^'<j[) 

sinasiny 4 * 

and da, weil x positiv seyn ronss, man nur das obere Zeichen bei- 
behalten darf, hat man: 



V sinasiny 4 ~ V 4 V (a-Hb)*«»na«n/J J* 

so dass — ; — ' ,, . ■ . ^ = ta* g> seyn muss. Da « -I- Ä + y < 180°, so ist 

{A-j-bystnastnß 

dieser Ausdruck jedenfaUs positiv, was nothwendig ist, wenn er einem Quadrate 

soll gleich gesetzt werden. Jetzt ist 



x= — 



(a4-b) . iAa+b)'r. . , t a+b^ a+b-t/ 1 



Dier Grösse y — j— ist positiv; da aber 9d<90°, so ist auch co#^]>0, und also 

V-L-=J. 



eo8'9> 



eos* q> c<isg> 

Dienger, Trigonometije« 



isa 
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7 



/ 



x= — - 



a4-b 

2 
a-hb 



A/(i+a.V,+ü±a.* 



a-f-b 



AT-u »"T-u- /---^ —r V a-ru 



a-hb a+b 1 



Hl ■ 2 ^ "^ ^ 2 2 co«9 

a = 1460, b = 965, a = 25*»37', /? = 48n9', y = 32«63'; 

x = 118405.. 

5) Man kennt ini Dreieck ABC alle Stücke (also alle Seiten 
nnd Winkel); im Punkte D misst man die Winkel ADC = m, 
BDC = n ; man soll die Lage von D bestimmen. 

Fig. 82. 




Sey CAD = x, CBD = y, so ist 

CD sinx CD ^einy 



b sinm* 


a sin n * 


CD ^'^"^ 

sinm 


CD "'^"y, 

sinn 


hsinx 3,8iny 


sin y b ^n n 



smm stnn sinx B,sinm 

Was nun x und y anbelangt, so ist 

in der ersten Figur : x + y = 360 ® — (m 4- n + C) , 
„ „ zweiten „ x-l-y=C — (m4-n), 
„ „ dritten „ x + y=:360® — (m + n + C), 
wo a, b, C die Seiten BC, AC und deu Winkel ACB des Dreiecks 
ABC bezeichnen. Man hat also immer 

X 4- y = cc, y = a,— X, a bekannt, 

also sin (a—x) b sin n 

sinx a^mm' 

sina cosx — cos a sinx b sin n 



Sinx 



a^nm 



Die Pothtnotsehe Angabe. 
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sinacotgx — cosa = 



hsinn 
a«mm 



hsinn . 
sincc cotgx = . _ -f- eoa a , 



cotg'X = 



a^nm 
hsinn 
Sksinasinm 



cotga. 



Gesetzt man bestimme einen Winkel gp so , dass 

cotgq) = 



a,einccstnm 



so ist 



cosw cosa 
cotgx= cotgw + cotga= -r— ^ + -: — 

sinqt stna 

€09 y sin a 4- sin q> cos a sin (a -4- gp) 

sing)sina 



sinccsing> 

Hieraus ergibt sich x vollkommen unzweideutig; aus x folgt 
dann y = a — x. CD kann ferner in zwei Weisen berechnet wer- 
den, nnd, wenn man will, ergeben sich AD und BD aus den Drei- 
ecken CAD, GBD. . 

Sey für die erste Figur 

a = 312, b = 520, C = 65"27', m = 32°52', n=: 23^26'; 
also a = 360«~(m-4-n-4-C) = 238M6''. 

log\i= 2-7160033 - 



logsinn == 9-5992441 
E%a= 7-5058454 
Elogsina= 0*0703230 (-) 
Elogsinm^ 02654515 
logcotgq) = 10-1568673 (-) 
y = 145°7' 46-90" 

a-h<p = 383'23'46-90" 

logh= 2-7160033 

logsinx= 9*8890464 

Elogsinm= 0*2654515 

Zo^CD= 2-8705012 

CD = 7421663 



Zö^«m(a 4-9) =9-5988885 
EZo^«na=0-0703230 (— ) 
E logsin(p = 0*2428160 
Zo^(?ö^^x=9-9120275 (— ) 
x= 129^4' 10-49" 
y=109«l'49-51" 

• I 

Zö^a=2-4941546 

%«-wy= 9*9755905 

E%«mn=0-4007559 



Zö^ CD =2-87050 10 
CD =742-1660. 



Wäre hier a=180^ d.h. auch x-hy=180®, so wäre«^wa=0, 
also cotgq) = <X>, y = 0, cotgx=^^f so dass cotgx, mithin auch, 
X nicht zu bestimmen wäre; in diesem Falle liegt aber D im Um- 
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fang des nm ABC beschriebenen Kreises , in welchem Fall also die 
obige Aufgabe nicht angewendet werden kann. 

Znr üebung mögen folgende Angaben dienen : 

(erste Figur) a = 4963-763 , b = 6082769 , C = 70« 15'36-7", 

m = 34"52'10-8", n = 19*29'12-l", woraus: 

X = 100**7'26-3'', y=136n5'34-l", CD=10473-931, 
AD = 7524162, BD = 6348-204. 

(zweite Figur) a = 1298'365, b == 1248-474, C = 126«50'40-3", 

m = 33''2'35-4", n = 18«34'l7l", woraus: 

X = 49M9'9-3", y = 25°24*38-5", CD = 1749-315, 
AD = 2271-879, BD = 2830978. 

(dritte Figur) a = 2277-819, b = 2271-897, C = 76"57'30-5", 

m=:97°8'15'2", n = 126°50'40-3", woraus: 

x = 33°2'35-5", y = 26«0'58-6", CD = 1248*474, 
AD = 1749-315, BD = 1298-365. 

Die hier behandelte Aufgabe heisst gewöhnlich die Pothenot*sche; sie wntde 
wegen ihrer Wichtigkeit schon vielfach behandelt; n. A. von Lambert in seinen 
„Beiträgen** I. S. 73, von Barckhardt in der „monatlichen Correspondenz'* 4. 
S. 359, nnd von Beseel in derselben Correspondenz 27. S. 222, welch Letzterer 
eine analytische Anfldsong gegeben. Aach Langsdorf in seinen ErlAatemngen 
;Enr Kästner*schen Analysis S. 432 behandelt dieselbe Aufgabe. 

6) (Zentriren der Winkel.) Man kennt die Längen von AB 
und AC und soll den Winkel BAC = x messen, findet es jedoch 
nicht für geeignet, das Winkelmessinstrnment in A aufzustellen, 
sondern in dem Punkte D. Man misst dort die Winkel BDC = ßy 
und BDA=a, nebst der Seite DA = a; und soll hieraus x berechnen. 
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Sey ABD = y, ACD = z, so ist in der ersten Figur; 

«my_ a . ^^SLsinu . 
i^""AB' ^'''^"■"ab"' 

sinz __ a . _ SLsin(a -\- ß) 
sinia-h ß)''AC' ^'*^"~ AC ' 

Da y und z spitze Winkel sind, so kann man hieraus y und z 
berechnen (in der Regel ist nämlich a klein im Verhältniss zu AB 
und AC, so dass ganz sicher y und z spitz sind). Alsdann ist: 

x-Fy = j54-z, x = /?-f-z — y. 

In der zweiten Figur: 

siny a . SLsinct 

8ina AB AB 

sinz a . SL9in(a—ß) 

\ — TTT» ^WZ — 



sin(a~-ß) AC AC ,' 

y-h/? = z-f-x, x = y4-/9 — z: 

In der dritten Figur : 

siny __ a . _ a«na 
;ä;^""AB'*''*^~'"ÄB"* 

sinz __ a . _^8iniß—a) 

««(/?— «)~ÄC'*"*^~ ÄC ' 
y + /?+z + 360"-x = 360», x = y + z + /?. 

In der vierten Figar: 

««y a . _ &sina 

einz a . _ a«*n(360''— a— /9) 

»w(360«-«-/?) ~ ÄC ' '^"^ ~ ÄC ' 

y+x+z+360''— /?=360«, x'=i?— (yq-z). 

in der Regel werden y und z so klein ausfallen, dass man für 
siny und sinz die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen setzen kann 
(§. 18). Werden dann y und z in Sekunden ausgedrückt, so ist: 
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'a«n(a4-/?) 180.60.60. , • , „. 
— ^0 n ^»nderl.Fignr, 

ia«n(a— i?) 180.60.60 



a«n« 180.60.60 _/ AC , « » " • « 

^^ AB ff ''~\aOT «(/g-«) 180.60.60 

AC » „ „ rf. „ 

'aOTn( 360''-«-/g) 180.60.60 

AC « " " 

Vorin%l^^l|^ = 5-3144251.* 



* Wir haben dabei, wie bereits mehrfach gezeigt, die Proportion 

a tinct 
11:180.60.60= —-s-:y 

AIS 

« • 

Totansgesetzt, indem wir (= ainy) als die Lftnge des zum Halbmesser 1 ge- 

Ad 

hörigen Bogens betrachten, dessen Mittelpnnktswinkel = y Sekunden ist, während n 

der halbe umfang ist, dessen Mittelpnnktswinkel 180^=180.60.60'' betrftgtr 

Wir bemerken hiebel, dass man oft obige Formeln in etwas anderer Weise schreibt. 

T. 1.1. i^o.o .1 . -.> « . 180.60.60 1 
Da nämlich nach §. 18 ganz sicher stnr = , so ist = . , , 

nnd man kann also auch setzen: 

a 9in a a iin (a+/9) 



» * = tt; — :~T77 w» 8. w. 



' AB sinV ' ACHnV 
£s hat diese Schreibweise manches Bequeme und kann daher mit Yortheil 
angewendet werden. 

Wollen wir dieselbe etwas allgemeiner darstellen , so wird man also in folgen- 
der Weise verfahren : 

Ist e die LAnge eines zum Halbmesser 1 gehörigen Kreisbogens , so ist sein 
Mittelpnnktswinkel in Sekunden = -r-rm ; ist dagegen s die Anzahl Sekunden, 

welche der Mittelpnnktswinkel misst, so ist e.<*nl'' die Länge des ihn umspannen- 

Ofc n" 
den Kreisbogens vom Halbmesser 1 (d. h. are n" = n , sin V\ ^ = —r^rrjt 

are 1"= ml"). 

Hat man femer die Gleichung 

sinx = b, 

und ist 5 sehr klein (positiv), so ist der Winkel z in Sekunden = . ,^ , wobei je- 

SMl 1 ^ 

doch letztere Grösse noch unter 1740 liegen muss (29 Minuten nach $. 20); hat 
man eben so 
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S«y ßkt die erste Fignr: 
AB = 1568-26, AC = 2336'73, AD = 20, « = 65*30'18", 

i9 = 33«13'47". 



%a= 1-3030300 

h^sina = 9*9590402 

E.%AB = 6-8045847 



%«my = 8-0646549 
y = 0<'39'53-8" 



loffti = 1-3010300 

loffsmia + ß) = 9-9949336 

E.%AC = 6-6315773 

loffsinz = 7-9276409 

2 = 0''29'5-7" 



oder «ach: 



fo^a = 1-30103 

logam(a + ß) = 9-99493 

E.foMC = 6-63168 

, 180.60.60 .„,..„ 
loff- = 5-31442 



3-24196 

z = 1746-7" = 29'5-7". 

X = /? + z - y = 33«2' 58-9". 

Zur üebuDg legen wir vor : 

(zweite Figur) » = 2-346, AB = 236-64, AC= 143'62, 

a = 106»42'32", /9 = 68«57'13", woraus x = 68''56'29". 

(dritte Fignr) a = 4-823 , AB = 6827-5 , AC = 9834*9 , 

«=i0*24'30", /S = 35»28'40", woraus x = 36''29'49l7". 

(vierte Figur) a= 10-82, %AB = 3-82573, fo^AC = 3*92734, 
a=150*'30'40", /?= 66 "22' 10-25", woraus x=66''16'51-63". 

um AD zu erhalten ifit es oft nothwendig , weitere Hilfsmittel 
anzuwenden. Das ein&chste und meist angewandte ist das in Nr» 1 
angegebene Verfahren, die Länge der Linie AB in der dortigen 
Figur zu messen. 

Hieher gehört auch die folgende Aufgabe : Von dem Mittelpunkte G eines 



und ist b sehr klein, so ist x in Sekunden = -t-tt: = — tt.» da «*» 1" = <^ !"• 

Mnl" tgV 

Dabei soU aber diese Zahl nicht über 1380 gehen (23 Minuten), da, wie man leicht 

findet, der Fehler noch nicht auf die siebente Dezimale Einfluss hat, wenn man 

Bin n" tg n" 



tg2&':=z are2Z' setzt (d. b. auch n = 



»in 1" tg 1" ' 
woniis aach imib" == a «w 1", tgn!* = n ^ 1" = n . m T')« 



wenn n nicht über 1380, 



lae 
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Fig. 84. kseisrandeii Thnrmes aus soll man den Winkel 

AGB messen, wobei AG und BC als bekannt 
▼oraosgesetzt werden. Natürlich kann das 
Instrument nicht in G anfgestellt werden, 
was dessbalb in D geschieht, wo man A'DB=ß 
misst; man soll nun hieraus AGB = z er- 
mitteln. 

Von D aus denke man sich an den Um- 
fang des Thurms die zwei Tangenten DF, 
DE gezogen, nehme auf ihnen Dm = Dm' 
und ziehe mm^ das in halbirt werde. Die 
Linie DO ist nun gegen den Mittelpunkt G gerichtet und DG = DG + Halbmesser 
des Thurms. Misst man also noch ADG = a , so kann z wie oben ermittelt werden. 

7) Wenn man vermittelst des Theodoliten Winkel misst, so 
werden, welches auch die Yisirpnnkte seyn mögen, nicht die eigent- 
lichen Winkel, sondern nur deren Horizontalprojektionen gemessen 
— was (av die geodätischen Operationen, auch gerade ncth- 
wendig ist. 

Gesetzt nun, in G sey ein Theodolit aufgestellt, und man solle 
einen Punkt F als Zielpunkt wählen, wobei Gf die Horizontalprojek- 
tion von CF sey. Statt des Punktes F habe 
man aber den Zielpunkt G gewählt, so ge- 
legen, das FG = a, und Winkel GFh = a, 
wenn Fh horizontal ist (wobei wir a nega- 
tiv nehmen würden, wenn G tiefer läge als 
F). Sey ferner FGf=m, Gfg = n, wenn 
Gg die Projektion von GG ist, und GF=b, 
so sind a, a, b, m, n als bekannt anzuneh- ' 
men. Der Winkel fOg=x ist nun d^r Fehler xWegen des un- 
richtigen Zielpunkts. 

Nun ist FK= fg =:sk 008 a, Cf =h cos m^ und man kennt also im 
Dreiecke Gfg die Seiten fg, Gf und den Winkel Gfg = n« so dass 
das Dreieck berechnet werden kann. Man hat darin wegen Ggf = 
180« -(x -4- n): 

8in(x'\-n) hcosm . . . hcosm . 
; = , sin(x + n) = 8tnx. 

8inx Skcosa b,C08cc 

• 

X ist immer sehr klein , wenigstens für die gewöhnlichen An- 
wendungen; also darf man €08X='^ und sinx seinem Bogen (zum ' 
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Halbmesser 1) gleich setzen (§. 20). Wird x in Sekunden aasge- 
drückT, so ist dieser Bogen = ~, ß = '- — - — ; mithin 

ß 71 

X . hcoam x ,, akcosasinn 

— co8n-+-stnn=^ — , x" = g 



Q a,cosa Q* hcosm — Acosacosn' 

Da a im Verhältniss zu b , und anch , da m immer klein , zu 

hcosm, sehr klein ist, so ist diese Grösse näherungsweise gleich 

a cos et sin n 
Q — > welche Formel man gewöhnlich aufstellt. 

Liegen F und 6 in derselben Horizontalebene, so ist a=0 und 

X = ü-r = ü ungefähr. Da meistens m nur 

bcosm — aLCosn hcosm, 

sehr klein, so wird man auch cosm = l setzen können, und dann 

hat man : 

X = ^ — r— = —-— 206264-8 Sekunden, 
b b 

8) MA, BN sind die Richtungen zweier Strassen (Eisen- 
bahnen), die in A undB durch Bögen gleichen Halbmessers zu ver- 
binden sind, welche Bögen in A und B die Geraden MA, BN und 
in E sich selbst berühren sollen. 

Fig. 86. 




Man ziehe DA, GB senkrecht auf MA, BN, und seyen D, C 
die Mittelpunkte, also DA = CB = x der Halbmesser, so ist 
DC = 2x. 

In dem Viereck ABGD hat man nun nach §. 36, wenn AB = a 
und die beiden (bekannten) Winkel bei B und A mit diesen Buch- 
staben bezeichnet werdep: 

X — sicosA -hxcos(A ^- B) — 2xco8(A -+- B -h C) = 0, 
SLsinA — xsin(A 4- B) -h 2x«w(A 4- B -h C) = 0, 
in welchen Gleichungen x und C unbekannt sind. 
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Man folgert aus deoselben ~ ' 

2x/?ö5(A4-B + C) = x — a(?o«A-f-x<?o*(A4-B), j. 
2xsin{A + B + 0) = — a«w A -f- xsin{A + B), 
woraus, indem man qnadrirt und addirt: 

4x' = x' — 2ax<70*A -h a^ 4- 2x'(?oä(A -f- B) — 2axco«B + x\ 
2x'[1~(?oä(A + B)] -4- 2ax(co«A 4- cosB) = a', 
4x^*m*KA +B) -h^a.xco3i(A + B)co8i(A - B) = a* (§. 16), 
a cos UA 4- B) cos^iA — B) 



x= — 



2«V^(A-f-B) 



. ■y/ ' a^ a^ gQg'KA 4- B) co^^KA - B) 

- ^ 45m»KA + B)"^ 4«w*KA4-B) 

^ x= — a(7o*i(A4-B)<?o«KA — B)± 

aVg^n^KA4-B)4-gogH(A4■B)gQ^»KA-B) 

2«wH(A4-B) 

Laufen die Geraden MA, BN parallel (bei Eisenbahnen, bei denen zvei 
parallele Geleise dnrrh eine S-Knrre zn verbinden sind) , so ist (Fall der ersten 
Figur (B-+-A = 360*, B = 360^- A. also <?o«J<A + B)= - 1, n»i(A+B)=0, 
und mithin 

-4ax«ojf(180«-A) = a», x= , * ■ -. 

4 CO« A 

In diesem Falle lasst die Aufgabe eine einzige Lösung zu. Dabei ist übrigens 
SkCoiA der senkrechte Abstand beider paralleler Geraden, annA die Lunge der 
Stücke beider Geraden zwischen den Senkrechten durch A und B. 

In 'der allgemeinen Formel ist das Zeichen so zu wählen , dass 
X positiv ausfallt. 

9) Ist in der vorigen Figur der eine der zwei Halbmesser ge- 
geben, gleich r (wo 'also die beiden nicht mehr gleich sind), der 
andere gesucht, gleich x(AD = r, BC = x), so hat man 

r — ac?ö*A4-xc(?»(A4-B) — (r4-x)(?()Ä(A4-B4-C) = 0, 

a««A — xww(A4- B) 4- (r4-x)«w(A 4-B 4- C) = 0, 

woraus 

(r4-x)'=:r'4-2xr<J0Ä(A4-B)— -2arc(?5A4-a^4-x* — 2ax(?e)«B 

__ \ a^"- 2argo^A 

^"" 4r«m^ J(A 4- B) 4- 2 acö«B * 

Für den Fall |MflraUeler Richtungen: 
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X = 



a' — 2arö<?*A 



— r. 




2aLC08A 2cosA 

10) Von einem ziemlich entfernten Pnnkte O. aus sollte die 
Mitte G eines runden Tbnrnss beobachtet weiden; man beobachtet 
statt derselben die Mitte der von der Sonne erleuchteten Hälfte 
und wird dabei einen kleinen Fehler begehen, der zu berechnen ist. 

Ist nämlich SC die Richtung *^»- "• 

der den Thurm beleuchtenden 
Sonnenstrahlen, so wird, wenn 
AB senkrecht auf SC steht, die 
Hälfte BSA erleuchtet seyn. 

Von aus kann man, wenn 
DE senkrecht auf OC, nur die 
Hälfte ESP sehep, oder da AD 
nicht erleuchtet ist, nur ESA. 
Statt also auf die Mitte P von 
ESD (d. h« nacJ^ C) zu zielen, 
wird man das Femrohr auf die 
Mitte p von ESA gerichtet haben, und dadurch den Fehler POp 
begehen, der zu ermitteln ist. 

Kann man von aus die Sonne sehen, so denke man sich S'T 
pai[allel SC (d. h. S'T ist die Richtung der in fallenden Sonnen- 
strahlen) und messe den Winkel S^OC, was freilich nicht ganz, ge- 
nau geschehen kann^ indem man nach p statt P zielt, aber auch 
diesen Winkel nicht mit der allergrössten Genauigkeit brauchen 
wird. Alsdann kennt man auch COT = ^ = 180*^ — CCS'. End- 
lich wird man (genau genug) OC = OA anehmen dürfen, und wenn 
man OC = d als bekannt voraussetzt, auch OA = d haben; der 
Halbmesser des Thurms sey r. Der Winkel AOp=pOE werde mit 
u, POp mit d bezeichnet. In dem Dreiecke OAC ist nun: 

AC : OA = sin AOC : sin OCA , 

d. h. daAC = r, OA = d, AOC = (u-(?),,OCA = OCD-ACD 

= 90«.~OCS::=90«-g): 

ji . • «\ . • ^\ xco8q> 

^:d = 8in{yi — djicosq)^ 3in{n — 6) = — r^-. 

Im Dreiecke GOE ist eben so: 
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CE:OE=:«nCOE:««EC(), 

Da u — ö und u 4- ö spitze Winkel sind , so werden dieselben 

r 
bieraas erhalten, and da -j- sehr J^lein ist, sobraachtmancpkeines- 

d 

wegs genau zu kennen. * In der Regel wird man setzen können : 

. woraus 

ö = -r- f — — j :=:^^sin^^(p (iu Sekunden). 

Dauert die Beobachtung einige Zeit, so wird 9 sich ändern, 
da die Sonne sich am Himmel fortbewegt; man wird also GOS^im 
Anfang und Ende der Beobachtung messen und aus beiden Re- 
sultaten das Mittel nehmen. Man wird sich leicht die Auflösung 
konstruiren für eine andere gegenseitige Lage der Sonne und des 
Punktes O. 

§. 43. 

Aufgaben ans der Höhenmessnng. 

1) CD ist ein vertikal stehender Gegenstand auf einem Ab- 
hang CA; die Linie AG ist gegen den Fuss G desselben gerichtet. 
Man messe nun AB = a, BC = b, so wte die Winkel DAC = ft 
DBG == a, so kann man GD finden. 

''^« 88- DennindemDreieckeABDistADB=:a— i? 

und 

BD= . . ^ ^. . 
8in [a — ß) 

In dem Dreiecke DBG kennt man nun BD, 
BG =.b, und DBG ^ «, kann also nach §. 30 
die Seite GD finden. (Wäre hier b=0, so hätte 
man bis an G gemessen und müsste noch den 




* Ist in — -^ — auch cos 9 mit einem kleinen Fehler /u behaftet, so wird der- 
selbe in dem Produkte za -3- » also yersohwindend klein. 

u 



/ 
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Winkel DCA keDnen. Würde nun AC «sich anter dem Winkel r 

gegen den Horizont neigen, so wäre ACDz=90* + / and also 

^^ Visinß , CJ)co8(ß-¥-y) , , . , 

CD = ^^ . , woraus au^h a == r~- — - folgt , vermittelst 

cos{ß-{-y) sinß 

welcher Formel die Entfernung AC bei bekannter Höhe CD ge- 
funden werden könnte. Für ^ = 0^ d. h. für ein horizontales AC, 
wÄte AC = CD cotgß.) 

2) Kann man (in der vorigen Figur) die Linie BC nicht messen, 
so messe man in A den Neigungswinkel der Linie AC gegen den 
Horizont,* ist derselbe =zy, so ist der Winkel DCA = 90®-f-y, 
und in dem Drefeqke DBC hat man jetzt: 

DC sina ^^ BD. sin a ASinß.sina 

DC = — 



DB 8m(90^-\'y)* cosy cosy.8in{a — ß)* 

Würde AC, statt anzusteigen, sich unter dem Winkel / neigen, 
so wäre DCA = 90*^ — y, die Formel bliebe aber dieselbe. Ist AC 
selbst horizontal, so ist }* = 0, also : 

^^^^ksinßnna 

uKj — . . j:. 

8in (a — ß) 

3) Kann man nicht gegen den Fusspunkt hin messen, so messe 
man die Standlinie CD, die gegen den Horizont unter dem Winkel 
DC£ = a geneigt sey, und stelle sich die Aufgabe, die Erhöhung 
des Punktes B über C zu finden (= BA'). Fig. 39. 

Sey A' der Punkt der Vertikalen BA, in welchem sie ^die^ 
durch C gehende Horizontalebene .ECA' trifft; man messe den 



* ÜDter Horizont verstehen wir hier die unbegrenzte Ebene , welche ans 
auf einem nicht dnrch Erhöhungen unterbrochenen Landstrich zu umgeben scheint 
und an deren ftussersten Enden die Grllnzen zwischen Himmel und Elf de zu liegen 
scheinen. Diese Ebene steht also senkrecht auf ,der nach dem Zenith (vergl. die 
Note zu g. 42, Nr. 3) gerichteten Geraden. Die horizontale Lage einer Ebene wird 
bekanntlich durch die Wasserwaage bestimmt, während die vertikale Richtung einer 
Linie, d. h. die Richtung nach dem Zenith , durch das Bleiloth angegeben wird. 
Zuweilen pflegt man die so eben mit dem Namen Horizont belegte Ebene auch den 
scheinbaren Horizont zu nennen, während unter wahrem Horizonte dann 
eine mit ihr parallele , durch den Erdmittelpunkt gehende Ebene verstanden wird. 
In jedem Falle wird man Übrigens sogleich erkennen , in welcher Bedentung das 
Wort Horizont genommen wird. 
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Fig. 99, 




^gI.':^-=H«7 



A'C 



sind 



Winkel BCA' = j8, die Linie CD = a, 
&o wie in G nnd D die beiden Hori- 
zontalwinkei A'CE = y, CEA' = ö 
(§.42, Nr. 7). Alsdann ist 

CE = B,cosa. I 

In dem Dreiecke A'CE kennt man 
CE = a,co8ay 
die beiden Winkel 

A'CE = ^CEA' = (5. 
also 

sl cos a sind 



, A'C = 



also 



CE Äm(180°-y-"<5)'^"" stn(y-i-d)' 
Endlich in dem rechtwinkligen Dreiecke CBA' : 

Hätte man eben so den Winkel ACA' = iS' gemessen, so wäre 

_ Skcosasinötffß* 

Skcosasin 



«m(y + d)^^^ ^^'^ sin{y'\-Ö)co8ßco8ß* 

Läge A tiefer als A', so wäre + tgß* nzu setzen und man hätte 
statt der vorgehenden Formel : 

a cos a sin d sin (ß H- ß') 
sin (y-i-ä). cos ß . cösß' ' 

D kann höher oder tiefer liegen als G, d. h. a kann positiv odor 
negativ seyn, das Resultat ist dasselbe. 

Will man nach dieser Methode z. B. die Höhe eines Kirchthnrms, 
der sich in einem Thale befindet, von einer benachbarten Höhe 
herab, die über der Spitze des Tharms liege, messen, so werden die 
beiden Winkel ß und j8' negativ seyn, wenn man die erste Formel 
anwenden will; will man dagegen die zweite anwenden, so ist |3 
negativ nnd kleiner als ß'. Z. B. 



* D. h. in der frOheni Formel triu — ß' an die Stelle von ^. 
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a=357-3, «= ~3U8'10", iJ= ~ 13«6'49^ /?'= -20"18'9", 

y = 86 •'37' 14", d = 79^13' 12", 
also 

_ 357'3.cojr3^48a0^^g2n79n3M2"j?gn7n2^20" 

Ä2nl64°50'26"cö«13«5'49"(?ö«20n8'9'' * 

4) Die drei Pankte A, B, C liegen in derselben Geraden, die 
mit dem Pankte E in der nämlichen Hori- ^ig. 40. 

zontalebene sich befindet. Man misst 
AB = », BG = b , nebst den drei Höhen- 
winkeln FAE = a, FBE = jJ, FCE = 7; 
man soll daraas die vertikale Höhe FE = x 
finden. 

Man hat in den Dreiecken FEA, FEB, 
FEG: 

AE=-^, BE = -^, EC = -^. 

tga tgß . tgy - 

Femer ist EBA = 180'^ - EBG, cosEBA = — cosEBC; aber 
da (§.27): 

_. BEN-AB'-AEV EB'-hBG'-EG^ 

co8EBA=^r ^ . .^ , (?ö«EBG = 




so ist 



tff'ß 



2BE.AB 



+ a» 



2Eü.JU<J 



tff'cc 



tg'ß 



+ b 



tg^r 



2x 



.a 



2x 



.b 



tgß^ tgß 

woraus: {3}tg^atg''ßtg''y + x*tg^atg''y — x*tg^ßtg*y)\> 

= (xUg'ixtg^ß-h'tg*atg'ßtg*r-xUg*atg*y)!i: 
x^[htg*atg^y-htg*ßtg^y-aLtg*afg^ß+^tg*«tg*^y] 

= -(a.h*-i-&*h)tg^atg*ßtg^y 

=^-&h(i + h)tg 'atg^ßtg*y , 

x = tgtttgßtgyya,b{a.+ b) 

V[ptg'r(tff'ß-iff'o^) + ?^tg'«(tff*ß-tg'y)y 
Aber aas §. 16 folgt 

^ ^ ^ co8*ßcog*a ' 

t„ia f„2^^ «in(ß + r)^( ß-r) 
tgß. tgy- c^^2ß^ij — -» 
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also " . , 



/■pb tg ^ysin (ß H- a) sin (ß — a) tg^ cc sin (ß + y) sin {ß — y)-. 
y L cos^ßcos^a cos^ßcos^y J 

tg atg ßtg y cos a cos ß eosyysih^a, + b) 
y*[bf^^y <?o«'y *2n(/3-f-a) sin(ß — «) -^ atg^a.cos^a sin(ß -+- /) 

^m/g— /)] 

^ «w a «n jS sin y yab(a -f- b) 

~ Y[hsin^ysin{ß-ha)sin(ß—a) -I- a«2n'a«zw(/34-}')*2n^-~y)] * 

Wir wollen hier wieder ein Zahlenbeispiel beifügen , was wir 
bei obigen so leicht zu berechnenden Formeln unterlassen haben. 
Sey also: 

a = 2350,*b=:1650, « = 2^7', j3=5°9'30", y = 3n8'10^ also 
a-l-b = 4000ii3-+-« = 7n6'30", |3-a = 3^2'30", 
|g4-y=8"2r'40", jS- y = P61'20". 
Zo^b = 3-2174839 . Zo^a = 33710679 

2logsiny = 7-5210324 2logsina = 7-1348620 

Zo^«n(|3+«) = 9-1025428 Zo^«n(j84-7) = 9-1677251 

log sin \ß-a)= 8'7247860 log sin (ß—y) = 85102754 

0-5668441 - 2 Ol 839304 - 2 

I = 0-03679968 II = 001625321 

I -f. ir = 0-05207289 
Zo^(I + II) = 0-7166117 -2 
i Zo^ (H- n) = 0-3683058 - 1 . 

Zö^«ma = 8-5674310 

Zö^^n« = 8-9537999 

%«my =8-7605162 

i?o^a= 1-6855339 

iZö^b = 1-6087419 

iZö^(a + b) = 1-8010300 

^ilog(l 4- II) = 9-6416941 + 1 

Zo^x = 2-0187470 

x= 104-411. 

5J Man soll, indem man die horizontale Standlinie MN = a 
gemessen hat, die Erhebung der zwei Punkte A, B über MN, so wie 
ihren horizontalen Abstand A'B^ bestimmen« 
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Man messe (A^ B^ in derselben Ho- 
rizontalebene wie MN) in M die Winkel 
AMA^ A'MB', A'MN; in N die Winkel 
BNB', B'NA', B'NM, so kennt man in 
dem Dreiecke MNA' eine Seite MN und 
die zwei Winkel ACMN, ATSM ^BltM 
- B'NA', kann also NA' nnd MA' be- 
reebnen ; in dem Dreiecke MNB' kennt 
man die Seite MN, die Winkel B'NM, 
NBB' = A'MN- A'MB', kann also B'N 
berechnen. In dem Dreiecke A'NB' 
kennt man nan A'N, B'N nebst A'NB', kann also A'B' finden. 
AA^ BB' ergeben sich ans den rechtwinkligen Dreiecken AMAS 
BNB'. 




§. 44. 
Aufgaben über Theilnng der Figuren. Vermischte Anfgaben. 

1) Von einem Dreieck ABC, das vollständig gegeben ist, soll 
dnrch.eine Linie DE, die mit AG den gegebenen 
Winkel a mache, ein Stück ODE = F abge- 
schnitten werden. 

Sey CD=x, CE=y, so ist (§§.27, 33): 

xyjmC_ y_ sina 
2*""" '7""«n(a-|-C)' 

hieraus folgt: , 

X9ina x^einasinC 




7= 



^r 2F«wa 






«w(a-f-C)««C ' 

Hiednrch sind x nnd y, also DE genau bestimmt. Natürlich 
darfa + C nicht > 180 ^ da sonst die Aufgabe unmöglich wate. 
Fiele hiebei y > GB aus, so würde DE nicht mehr die CB schnei- 
den, sondern die AB, also etwa die Lage DE^ haben: in diesem 
Falle müsste die Rechnung anders geführt werden. 



Dienf er, Trigonometrie. 
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. Man hätte jetzt, wenn AE' = z, AD = u, und^^ die Fläche 
des Dreiecks, wobei F das Stüqk GDE'B: 



J^-tF, u:z = «n(l'80"— «-l-A):«na, z=-t 



nstncc 



sin{a—A)* 



n^sinAsina 



= J-F, n = V 



2(J— F)«m(a~A) 



28in(cc — A) ~ ' ^ sin a sin K 

_^ 2 (z/~ F)^ntt , 
«m (a — A) sinA ' 

Man sieht leicht, wie man zu verfahren hat, wenn mehrere 
Stücke abgeschnitten werden sollten. 

Sey z. B. AC = 1200, BC = 1000, C = 52^ so ist die Fläche 
des Dreiecks 

1200.100 . .HoöHß 
«2w 52 "= 47280o. 



Gesetzt nun, es solle dasselbe in vier Stücke abgetheilt wer- 
den, die sich wie 8:7:16:19 verhalten, and zwar durch Linien, 
welche CA unter den Winkeln 60 ^ 40®, 55® schneiden. Die In- 
halte der Stücke sind : 

472806.8 ^^gg^g.gg^ 1^^6:1 = 66192-84, 



SO- 



SO 



= F, 



= F, 



^^?^^ = 151297-92. l^?^il^ = 179662-28. 

= F. =F». 

Sind X|, X2, X3 die Entfernungen von C der Durchschnitts- 
punkte der drei Theilliuien mit AC; y^, yj, 73, dessgleichen för CB, 
so ist 

„ = Vi|*l>f • =453-37, ,. = V-.'-|f-J^.= 423-48. 

_.^2(F ,+F.).^n92'' _ 

y. = V^^:H^2:^- = 481-19. 
^ «w92"«w52" 
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^ ^ «n65«.«n52« 

, _ ^/2 (F, + F, + F,)*m65« _ 



931-98, 



798-32. 




"' ^ «ml07°«n52« 
Sämmtliche Theillinien schneiden also die BG. 

. 2) Von dem Viereck ABCD , in 
welchem die Seite AB = a, nebst den 
Winkeln A und B, gegeben ist, soll darch 
eine Linie EF, welche mit AC den ge- 
gebenen Winkel E macht, ein Viereck 
ABEF abgeschnitten werden, dessen 
Fläche = S sei. 

In dem Vierecke ABEF kennt man ^ ^ 

alle Winkel, da F =; 360* — (A + B -I- E) , nebst der Seite a. Sey 
AE = x, so hat man in dem Vierecke die Gleichnngen (§.36) 

a — xcosA + EFco8(A -h E) — BF(?ö« (A -f- E 4- F) = 0, 

xsinA — EFÄm(A + E) 4- BF«m(A + E -f- F) = 0, 

oder da A-l-E + F = 360®— B: 

a — xcosA 4- EFcos(A 4- E) — BF^oäB = 0, 

xsinA — EF ^m (A 4- E) — BF sinB = 0. 

Hieraas folgt 

pp__ (xcosA — B^^sinB-^xstnA cosB 
""c(?«(A 4- E)«wB 4- siniA 4- E)€08B ' 

jy^ __ (a — XC08 A) sin (A 4- E) 4- x sin A cos (A 4- E) 



d.h. 



cosBsiniA 4- E) 4- sinBcosiA 4- E) 



FF— ^ ^'*^ ( A "^' -^^ "" ^' ^'^B pp_ agm (A 4-E ) — xsinE 
"" «2WCA4-B4-E) ' ~" Ä^n(A4^B4-E) * 

Dann ist (§. 37, V) : 

2 S = a[x«mA — EF^mCA 4- E)] 4- x . EF^mE, 

d. h. wegen A4-B4-E = 360«— F, ««(A4-B4-E) = — «mF: 

2S«mF = a[x^nAwwF 4- xwn(A 4- B)*^n(A 4- E) 

— a sin B sin (A 4- JE)] , 
— x[x«n(A4-B)«nE — a«inB«2nE],. 

10* 
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x'««(A-hB)««E — x[a«wA«nF4-arfn(A + B)«n(A-^E) 
+ a«nB«nE] == — [2SmF -+- a'«nB«n(A + E)]. 
Da «nF = — «n(A + B + E) ,- so ist 
sinAsinF -h «i«(A + B)«m(A + E)= ltfö«(2 A-l-B -+-E) 
—{co8(B -1- E) — icosiZA-h B + E) 
H-Jcö«(B — E) (8.16)=mB«nE, 
also 
x'äw (A -H B)rfnE — 2xa«nB «ViE = 2S«nF 

-♦-a*«nB«n(A4-E), 

_ aOT'nB •i f~3i,^sifi^B 2SOTnF+a^^fnB^w(A+ E) 

^"*«w.(A4-B) - ^ «n'(A+B) «in(A + B)MwE 

Da X positiv seyn muss, so wird, wenn A+B> 180^ noth- 
wendig nur das obere Zeichen gelten, Ist aber A + B < 160® (wie 
unsere Figur voraussetzt), so ist zu beachten, dass jedenfalls X< AM 
sein wird. Aber 

AM _ sin B _ sinB 
a ^sinM siniA-hBj ' 



..-- a^nB .-. -*'l/ a'«iw'B 

«w(A + B) ^ «n'(A-l-B) 

so dass AM •— x negativ ausfiele , wenn man das obere Zeichen 
wählen würde. Also gilt in diesem Falle das untere Zeichen. 

Fiele x > AG aus, so wäre diess ein Hinweis, dass die Auf- 
gabe in der vorgelegten Form sich nicht lösen lässt. 

3) AC, AB sind zwei auf der Papierebene 
senkrecht stehende Ebenen, dessgleichen 
BF. Letztere Ebene lässt sich um eine in 
B auf der Papierebene senkrecht stehende 
Axe drehen. Sonnenstrahlen fallen parallel 
mit einander ein und ist DE die Projektion 

der Richtung derselben auf die Papierebene. Wie muss BF gestellt 

werden, damit der Schatten AE am grössten sei? 

Ist AB = a, so kennt man in dem Vierecke BAEF: die Seite 
AB, die Winkel A und E, so wie die Seite BF, die wir gleich r 
setzen. Man sucht zunächst die Seite x. Zu dem Ende ist (§. 36) 
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rwnS* — a«n(F -l-B) + x«fn(F-4- B -f A) = 0, 
wo aber P + B 4- A 4- E = 360^ so dasö 

— r«n(B + A -h E) -f a«n(A H- E) — xsinE = 0, 
^ a«n(A + E) — rOTn(A4-B + E) 

sinrj 

Daraus folgt offenbar, dass x am grössten» wenn 

A-l-B-f-E = 270^ 
d. h. F = 90^ 

4) Wie weit kann man einen Gegenstand, der am a über die 
Oberfläche der Erde erhaben ist, noch sehen ? 

Sey MM' = a, G der Mittelpunkt der Erde, die 
wir als Engel denken, so wird A der entfernteste 
Ponkt sein, von dem ans man M' noch sehen kann, 
wenn M'A eine Tangente an die Erdkugel (also an 
den Kreisbogen AM) ist. Demgemäss ist M'AC=90® 
und also, wenn r den Erdhalbmesser bedeutet: 

r 



Fif. 45. 



C08C = 



aH-r* 




woraus C folgt. Dann ist das gesuchte AM = r are C. 

Aber, da r sehr gross ist im Verhältnisse zu a, so ist eosC 
nahezu == I , also G sehr klein. Nun hat man 



a 



a 



^ a + r' ^ ^ 2(a + r)* 



^are 



hl 



oder wenn man — vernachlässigt, nahezu: 



AM = V2är. 



§46. 

Meeresfläche. Strahlenbrechung. 

L Bei den Höhenmessungen , von denen wir in §. 43 einige 
Beispiele gaben, wurde vorausgesetzt, dasä man unter der Erhöhung 

I 
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eines Punktes B der Erde über einen andern A den senkrechten 
Abstand des. ersten Punktes von der durch A gelegten Horizontal- 
ebene verstehe; ferner, dass man im Stande sey, den Höhenwinkel 
richtig zu messen, d. h. dass der Lichtstrahl von dem Punkte B 
nach dem in A befindlichen Fernrohr oder Auge in gerader Lipie 
gelange. 

Beide Annahmen können wir zulassen, in so weit die vorkom- 
menden Entfernungen nicht beträchtlich sind. Bei grössern Ent- 
fernungen sind sie aber nicht richtig. Unter Erhöhung des Punktes 
B über A versteht man alsdann etwas ganz Anderes, als so eben; 
eben so beschreibt der Lichtstrahl keine gerade, 'sondern eine 
krumme Linie, deren hohle Seite gegen die Erdoberfläche ge- 
wendet ist. 

Wir wollen diese beiden hier in Betracht zu ziehenden That- 
sachen etwas näher in's Auge fassen. Denken wir uns» die ganze 
Erde wäre mit Wasser bedenkt/. so würde diQ Oberfläche dieses 
Universalmeeres eine krumme Fläche seyn, die. entsteht, wenn eme 
Ellipse um ihre kleine Axe «ich dreht. Da nun die Erde nicht 
ihrer ganzen Oberfläche nach mit Wasser bedeckt ist, so wird diese 
regelmässige Fläche Unterbrechungen erleiden , und Theile von ihr 
werden nur da vorhanden seyn, wo die Voraussetzung verwirklicht- 
ist, d. h. in den Weltmeeren. Man wird sich desshalb unter dem 
festen Lande hin diejenige krumme Oberfläche, von der die Spiegel 
der Meere ein Theil sind , fortgesetzt denken , und so unter dem 
Festlande das erhalten, was man die Meeresfläche nennt. Ist 
G irgend ein Punkt des festen tj^ndes und man zieht von demselben 
auf die (so eben näher bezeichnete) Meer^sfläche eine Senkrechte, 
so bildet die Länge derselben die Erhöhung des betreffenden 
Punktes über der Meeresfläche. Ist h die Erhöhung des 
Punktes A über der Meeresfläche, H dieselbe Grösse für B, so ist 
dann H — h die Erhöhung des Punktes B.über A. 

^ Der bei der Umdrehung der Ellipse um ihre kleine Axe von 
der grossen Axe beschriebene Kreis bildet den Aequator, während 
die Drehaxe das bildet, was man die Erdaxe nennt. 

Die Länge der grössten Axe, also der Durchmesser des Erd- 
äqnators, beträgt nach den neuesten und zuverlässigsten Messungen 
und Berechnungen 6544154*3 Toisen, während die kleine Axe, 
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also die Erdaxe , 6522278*7 Toisen beträgt. Bezeichnen wir die 
Hälften dieser Grössen mit a und b, so ist also 

a = 3272077 i , b = 3261139-3 Toisen. 

Bei allen Mei^sungen der höhern Geodäsie handelt es sich nur 
um die Entfernungen zweier Punkte, die auf die Meeresfläche 
reduzirt sind.* Da man ($. 42, Nr. 7) vermittölst des Theodo- 
liten ohnehin nur Horizontalwinkel misst , so wird die Berechnung 
der Messungen sofort diese Entfernungen geben , unter denen man 
also die Entfernung derjenigen zwei Punkte versteht, in denen die 
von den eigentlichen Punkten auf die Meeresfläche gezogenen Senk^ 
rechten diese Fläche treffen, natürlich diese Entfernung als eine 
kürzeste, auf der krummen Meeresfläche liegende Linie aufgefasst. 
Wir heissen sie kurzweg die geodätische Entfernung der Punkte 
auf der Erdoberfläche. 

Betrachten wir nun einen Punkt (j des festen Landes , fallen 
von demselben auf die Meeresfläche eine Senkrechte, so wird diese, 
bi» an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres im Zenith des 
Punktes C treffen (§. 42, Nr. 3), Die nämliche Senkrechte wird 
mit der Ebene des Aequators einen gewissen Winkel machen , den 
man die geographische Breite des Punktes G nennt. Die geo- 
graphische Breite und die Zenithdistanz des Nordpols, d. h. des 
Durchschnittspunktes der verlängerten Erdaxe mit dem Himmelsge- 
wölbe, machen zusammen 90^ aus. 

Bei der geringen Verschiedenheit der beiden Axen des Ellip- 
soids kann man die Erde nahezu als eine Kugel ansehen. Der 
Halbmesser r wäre dann ungefähr = a. ** Die geodätische 
Entfernung erscheint soniit als Bogen eines grössten Kreises. 



* Ist r der Halbmesser der Erde , wenn dieselbe als Kugel behandelt wird, 

h die Erhöhung einer Geraden über der Meeresfläcbe, L ihre Länge, so ist 

Lr 

-— r die auf die Meeresfläche rednzirte Länge derselben. Sind beide Endpunkte 

nicht gleich erhöht, so nimmt man für h den mittlem Werth beider. 

** Andere tiehmen ihn = 
der Gleichung 



* 2 1 


b- 
a^- 


Genauer ist es, ihn aus 

1 


1 1 e* „ 

1-„ coi2g): 

r . a 2a 




] 52 StrahlenbrecbvBg;.. 

IL Was nnn den zweiten Pankt, dessen wir vorhin erwähn- 
ten, betrifft, so wurde schon gesagt, dass der Lichtstrahl in der Luft 
keine gerade Linie beschreibe, vielmehr sein Weg eine krumme 
¥ig, 46. gegon die Erde hin hohle Linie sey. Geht also 

von einem Punkte M ein Lichtstrahl aus und ge- 
langt derselbe nach A, so ist der von ihm durch- 
laufene Weg etwa die krunune Linie MA. Die 
Folge davon ist/ dass man den Punkt M nicht an 
seinem wahren Orte, sondern nach der Richtung 
AM' zu sehen glaubt, wenn AM' die in A die 
krumme Linie AM berührende Gerade ist. Stellt 
ZA die durch A gehende Senkrechte auf die. 
Meeresfläche dar (also die Vertikale in A), eben so 
MG* die Senkrechte auf die Meeresfläche in M, 
so wird man annehmen dürfen, die beiden schneiden 
sich imvMittelpunkte des Erdkreises., der durch die Vertikalen ZA, 
MG gezogen ist. Verlängert man AZ bis an das Himmelsgewölbe, 
so stellt Z das Zenith von A dar, undMAZ wäre die wahre Zenith- 
distanz von M in A. Statt des (geradlinigen) Winkels MAZ misst 
man aber den kleinem M'AZ, oder die scheinbare Zenith- 
di stanz. Ist letztere =z, ist femer dz der Winkel MAM', 2^ die 
wahre Zenithdistanz MAZ, so ist also 

^ = z-f-i4z. 
Was dz anbelangt, so haben Theorie und Erfahrang bewiesen, 
dass man näherungsweise annehmen dürfe, es sey dieser Winkel 
proportional dem Winkel G am Mittelpunkte des oben angeführten 
Kreises, so dass man setzen kann 

Jz = kG, 
wo k ein konstanter, übrigens von dem Zustande der Luft abhängi- 
ger Koeffizient ist. In Bezug auf diesen Koeffizienten glaubt 
Struve (Höhenunterschied des kaspischen und s<^hwarzen Meeres 
S. G VI) folgenden Ausdrack für denselben setzen zu dürfen : 

k=0072383(l -h1:^).^J^.1-014819-. 

worin H die mittlere Höhe der Beobachtungslinie in Metern über 

m bestimmen, vo ^ die geographische Breite des Ortes, in dem man Beobacb- 
taugen macht 
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dem Boden, B die Höhe des Barometerstandes in Millimeter am 
Beobachtungsort» t die Temperatar der Lafb nach R^aomur bedeutet 
Wäre die Temperatar der Luft in hnnderttheiligen Graden ange- 
geben, so träte an die Stelle von 1*014819'^' alsdann 1-011838*^'. 
Als mittlem Werth des Koeffizienten k hätte man hiernach 0*0724; 
nach andern Angaben ist er zwischen 0*0566 bis 0*1 enthalten. 
Bessel (Gradmessang in Ostpreossen S. 197) setzt k = 0*0685; 
Gauss wählt k = 0*0653; die Angaben Bayer 's in der Eüsten- 
vermeäsung schwanken von 0*0876 bis 0*0619; die Franzosen 
setzen^nach Corabeufk = 0*0643 u. s. w. 

Wie bereits oben gesagt, muss zu jeder beobachteten Zenith- 
distanz eines Punktes Z (=]!^'AZ) noch i^z=kC addirt werden, 
um die wahre Zenithdistanz MAZ zu erhalten; umgekehrt wird, 
wenn der Höhenwinkel des Punktes M gemessen wurde, der mit 
der Zenithdistanz 90® ausmacht, von diesem kC liubtrahirt werden 
müssen , um den wahren Höhen winkel zu erhalten. Ist s die geo- 
dätische Entfernung der Punkte A und M, so ist in Sekunden 
^ s. 180.60. 60 ^ ks. 180. 60.60 -^ * 



rn 



rn 



§. 46. 

Höhemnessiing. Korrektion wegen der Erdkrümmung. 



I. Gesetzt nun die Höhe des Punktes A über 

der Meeresfläche sey h, die von M über der z 

Meeresfläche h^; r habe dieselbe Bedeutung wie 

oben, z sey die in A beobachtete Zenithdistanz 

von M, d. L 

z = M'AZ, MAM' = kC, 
also 

MAZ = z + kC; 

s sey die geodätische Entfernung der Punkte A 

und M; so ist in dem Dreiecke CAM der Winkel 

CAM=180^ — (zH-kC), 

mithin: 
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* r ist immer der Halbmesser der Erde , den wir in I niher beitinmat haben. 
Für. Karlsmhe (9 = 49<0 ergibt sich 2o^ tr = 7*8277238 in badischen Fassen 
(r = 21,267,858 b. F.). 
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r + h^ _ ggn[180^ — (z-f-kC)l _ g^n(^ + kC) 
' r-f-h ""«m[g-f-180«-(z+kC)]"«m|_z-i-(k-l)C]' 

r 1 V-fr i h^ ^n(z + kC ) 

Subtrahirt man beiderseitig r + h, so erhält man: 

siniz 4- kC) - 8in [z 4- (k - 1) C] 



h'-h = (r-hh) 



«m[z + (k-l)C] 



r ^2k-l^^ . C 
C08 [z H — Cjstn— 

= 2(r4.h) T-f—jr rTÖT^ (§' Iß^- 
wnL^+Ck— 1)CJ 

Nun ist C immer sehr klein, man wird also ohne merklichen 

C s 
Fehler «n — = — setzen können (§.20), mithin erhalten: 
Z Zx 

r 2k-l„T 

, C08\Z-\ r CJ 

" °~ r %m[z + (k-l)C]* 

oder da = 1 H — und — sicherlich verschwindend klein ist: 

r r r 

r 2k-l^T 

€08 [Z-^ CJ 

h'-h = s-7-r-i7r ^TTn- (3T) 

5zwLz + (k— 1)CJ 

Diese Formel gibt für alle .Fälle der Praxis mit vollkommen 

• ^^ ^^ 

hinreichender Schärfe den Höhenunterschied der zwei Punkte M 
und A, also die Erhöhung (oder Senkung) von M über A. 

Wollte man statt der geodätischen Entfernung s die von A 

C s' 

aus gemessene Entfernung s^ nehmen, * so wäre sin -^ = 



2 2(r-4-h) 
und man sieht , dass die Formel (37) dieselbe bliebe. Es ist dies 



* Dabei ist roransgesetzt , dass die Entfernang s' auf einer mit der Meeres- 
flftohe paraUelen Fläche gemessen worden. Bei den meisten Messungen wird man 

I 

aber diese Länge nicht geradezu erhalten » sondern die Entfernung des Punktes A 
Ton M reduzirt auf den Horizont von A» d. h. die Länge der Geraden, welche 
in der durch A gelegten Horizontalebene den Punkt A mit dem Fus^unkt d«r 
Senkrechten verbindM, die man Ton M ans auf dieselbe £b«ne fftUt. Selbst bei 
den bedentendjsten Eütfemntagen wird man jeÜooh, ohne irgend morkUcheii Fehler, 
letztere GrOsse für erstere nehmen können. 
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auch natürlich, da s und &^ kaum von einander unterschieden sind, 

wenn — verschwindend klein ist Man wird also (37) immer an- 
r 

wenden können, auch wenn s die letztere Bedeutung hat, ja sogar 

in diesem Falle mit grösserer Sicherheit., 

U. Die Formel (37) lässt sich auch noch etwas anders aus- 
legen. Man hat nämlich : 

cos [z H — C] C08 [z + kC] €08 — + sin [z -h kC] sin -~ 

5m[z+ (k — l)C]~~«n[z-f-kC]co«C — cö« [z-l-kC]«2MC' 

Beachtet man nun, dass im Nenner, für die gewöhnlichen Fälle 
<?o«(z -f- kC) klein, weil z + kC nahe an 90 ^ sinQ klein, weil C es 
ist, so kann man das Glied C(?5 (z + kC) «*n C gegen «n (z + kC) 

C 

cosQ vernachlässigen. Setzt man dann noch cö«C=1, cos — - = 1, 

sin— = —^ so hat man ungefähr: ' . 

2 z r 

r 2k~l^-, 
coslz-^ ^ — CJ . s 



also 



-r-p 7\ TT^-T^ = COtg [ Z + kC] + ;;- , 

52n[z + (ki^l)C] . *- . 2r 



s' 



h' — h = s<?ö^^(z -f- kC) "h ^ , (370 



welches die gewöhnliche Formel ist. Dabei ist s cotg (z + kG) 

die Erhöhung von M über die durch A gehende, auf AG senkrecht 

s' 
stehende Ebene (Horizont von A) und — pflegt die Korrektion 

^ r 

wegen der Erdkrümmung, oder auch die Reduktion auf den 

wahren Horizont* genannt zu werden. Es folgt aus der Formel 

(370 übrigens ein weit wichtigeres Resultat. Berechnet man 

nämlich, nachdem die gemessenen Höhenwinkel wegen der Strahlen- 

brediung (Refraktion) korrigirt sind , nach den früheren Methoden 

(§. 43) die Erhöhung eines Punktes M über A, sohatmanzuder 



* Dies Wort allerdings in anderem Sinne genommen, als es die Note zu S. 141 
erklart. Hier ist ^^wahrer Horizont** die Erdoberfläche. 



U6 
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so gefundenen Erhöhung die Grösse — zu addiren, am zu 

Ja T 

finden^ um wie viel eigentlich M über A liege. 

m. Einige Beispiele mögen dies 
klar machen. 

In dem in §.43, Nr. 3 betrachteten 
Falle sey gemessen worden: 

GD = a = 2693 bad. Fuss, « = 
122^32' 16", y = 66*33' 19'*, 
i8=:ri8'25", a = 0. 

Zunächst muss man nun A'C suchen. 
Zu dem Ende hat man: 




Zir^^ÄT 



log a = 3-4302364 log& = 4-8338868 

logaind = 9-0268480 ^ 180.60.60 _ 5.3 J4426I 
fnfy-l-d) = 1-4778014 ^^ n . 



E.loffsiniy-^ö) 



loffs = 4-8388858. 



E.loffv = 2-6722762 ( §.46) 
2-8205871. 
= 661-68" 
kC = 43-l" • 

2Zo^8 = 9-66777 

E.Zog2r = 2-37124 

2-03901. 

|-= 109-39. 
2r 

Wirkliche Erhöhung von B über C = A'B+ zr- = 1 661-47bad.F. 

2r 

Zur Anwendung der Formel (37) wollen wir folgendes Beispiel 

wählen : 

fo^s = 3-3663886, z = 89*65'26-3", k = 00734, %-®°'®°'®° 



Hier ist k = 0-0653. 

%s = 4-8338868 

logtg(ß—kC) = 8-3642211 

Zo^A'B = 3-1881069 

A'B = 1642-08. 



loff 



= 8-49824. 
%8 = 3-36639 
180.60^ _ 8-49824 
2rff ■"1-85463 



2nr 



loffs = 3-3563886 

logco8(z + — ^C) = 7-2105300 

E.%m[z 4- (k - 1)0] = 0-0000008 

0-6669194. 
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5. = 7 1-55" 



a-k)C = 2'J2-57" h'-h = 3-6891. 

(l-2k)^ = l'103" 

z + ^^^C = 89»64'25-3" 
2 

z+(k-l)C = 89''53'13-T". 

Femer: log s = 3-8764582, z = 90« 9' 2-7", k = 0-0686, 
180.60.60 _Q.^gg^^ gibt h'-h = - 12337, also eine 

SeDkung. 

§. 47. 

Aufgaben. Depression des Meereshoriiontes. 

1) Ein Punkt (Thnrm, Berg) ist um H höher, als die um ihn 
(seinen Fuss) sich auslreitende unbegränzte Ebene (also z. B. die 
Heeresfläche); wie weither kann er noch gesehen werden? 

In dem entferntesten Punkte der Ebene, in dem der fragliche 
Punkt noch sichtbar ist, muss seine scheinbare Zenithdistanz 90® 
betragen * (in Figur 47 wäre also M der fragliche Punkt, A der letzte 
Punkt der Ebene, von dem aus er noch sichtbar ist, ZAM^=^90®). 
Da jetzt h' — h=H, so ist also in (37), wo nun z = 90*^: 



H = 



. l--2k 

8.«W r 



<?OÄ(l-k)C * 
180.60.60 



oder daC = — , wop= '- '- — und C in Sekunden ge- 

X n 

geben ist: ' 

s.«n(— ^— ps) 



C09{^ ps) 



* Besser: Der Ton dem fraglichen Punkte kommende Lichtstrahl niiiss in dem 
ftossertten Ponkte, in dein er noch gesehen Verden kann, Tangente an die Kngel- 
flSißhe (der Erde) sein. (Vergl. S. 44, Nr. 4.) 
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I 

ans welcher Gleichung s zn bestimmen ist. Nähernngsveise kann 

man cos P s == 1 setzen und hat dann 

. i-2k s(l-2k) l-2k , 

H = 8.«W z: pS = S. — = z S, 

2r ^ 2r 2r 



' l-2k 



I 

Natürlich drückt s auch die Entl^ernung desjenigen Punktes aus, 
den man von dem Thurme aus am Rande des Horizonts erblickt. 
Steht man also auf einem Punkte , dessen Höhe über der Meeres- 
fläche =H, und erblickt am Bande des Horizonts das Meer, so ^ibt 
(a) die Entfernung des Standpunkts vom Meeresufer an. 

2) Zwischen zwei Höhenpunkten A und B, deren Entfernung 
S ist, und deren Höhen über der Meeresfläche H und H' seyn mögen, 
liegt eine Höhe C, in der Entfernung s von A, deren Erhöhung über 
der Meeresfläche h ist. Man fragt, ob man B noch von A aus 
sehen könne, öder ob es von C verdeckt sey. 

Wir wpUen zunächst die Zenithdistanz z bestimmen, unter der 
C von A aus erscheinen muss. Man hat ungefähr:* 

h — H = 8.(?o^^[z ^ — C] = stg[90^-Z'\-~ — sp], 

^ ^ r 

woraus z zu bestimmen ist (und auch bestimmt werden kann). Da 

1 — 2k 

in der Regel der Winkel 90° — zH sq klein ist, so wird 

<z r 

man naheza die Tangente dem Bogen gleich setzen können (§. 18) 
d. h. haben: 

. „ r90"*-z^l-2k , --, h-H 1— 2k 
h_H = s[— - + - ^-.s].90--z=-^ß 2—«^' 

wodurch 90® — z gegeben wird. Bestimmt man nun in der Ent- 
fernung S von A eine Höhe h' so, dass sie in A unter derselben 



• Setzt maü in (37) (k - 1) C tmd ^^ —-^ einander gleich, was naheza 

richtig ist, so hat man: > . 

h' - h = sco«^(z =^ — C). 
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t 

• * ^ i 

ZenithdistaDz (z) wie G erscheint, so wird G dieselbe genau decken. 
Aber: ' ' » 



« 



oder, wenn man für 90'— z seinen Werth setzt: 

h' = H + - Ch - H) + ^^^^^ CS» - Ss). 

s 2r 

^- 
Ist nun H'>h', so kann man B vonÄ aas sehen; sonst nicht. 

Sey z. B. S := 30,000 Toisen, H = 100, H'=200, s=10,000, 

h = 104-54, % ^7^^ = 3-12292, so wird h'= 193*29, und also 

2r 

ragt B noch 6-71 (== H' — h') Toisen über C hinaus. 

3) Bei Beobachtungen auf dem Meere hat man die Depression 
des Meereshorizonts, d. h. den Winkel zu bestimmen, den der 
von dem äussersten sichtbaren Rande der Meeresfläche kommende 
Lichtstrahl mit der Horizontalebene im Beobachtungsorte macht. 
Ist H die Höhe des letztern über der Meeresfläche, so gibt s in der 
Formel (a) die Entfernung des äussersten Randes an. Ist fi die 
Depression, so wird 90® + ^ die scheinbare Zenithdistanz des 
äussersten Randes im Beobachtungsorte seyn , so dass also in der 
Formel der Note zu Nr.'»2 zugleich 

z = 90» + /i,s = y— — ,G = -^ 
ist. Da dort femer h' = (Me^resfläche) , h =H, so hat man: 






d. h. 



\^ 



-2k ,„ , 1— 2k^, 



\ 2k 

Da der Winkel u C immer klein ist, so hat man 

. 2 

ungefähr 

_l-2k /. l-2k s 

also 
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d.h. 



M = eVH 



■l/^2_(l-2k) 



r 
wodurch diese Depression (in Sekanden) bestimmt ist. * ' 

§.48. 

Die DreiecksDetze. 

Bei der VenDessong eines ganzen Landes ist es Ton grosser Wichtigkeit, ffir 
die Detailrermessongen genan bekannte Standlinien tu haben , Ton denen ans 
durch .Winkelmessnngen die einzelnen kleinem Theile aufgenommen werden 
können, um nun Jene Standlinien zu erbalten, wird man mit möglichst grosser 
Sorgfalt an dazu geeigneter Stelle eine Linie (Grundlinie, Basis) messen, auf dieser 
ein Dreieck sich errichtet denken, Ton dem sie die eine Seite ist, w&hrend die ent- 
gegenstehende Spitze ein bestimmter Punkt des zu vermessenden Landstrichs ist; 
an dieses Dreieck wird man ein anderes anlegen, so dass beide eine Seite gemein- 
sehaftUch haben u. s. w. In dieser Weise überzieht man den ganzen Landstri^ 
mit einem Netze Ton Dreiecken, in denen man die .sftmmtlichen Winkel misst; ** 
da in dem ersten, an die Grundlinie anlehnenden Dreiecke eine Seite bekannt ist, 
so kann man jetzt alle Seiten Jenes Dreiecks berechnen; in dem nächstfolgenden 
Dreiecke kennt man nun abermals eine Seite und aUe Winkel, und kann dasselbe 
somit berechnen. In welcher Weise man hier fortschreiten wird, ist klar. Man 
erhalt somit die sinmtlichen Seiten aller Dreiecke , natürlich desto sicherer , Je 
genauer die Messungen selbst waren ; und findet also die gesuchten Standlinien, 
an die man sich nun bei der Detailyermessung anlehnt. 

Ehe wir jedoch weiter gehen, müssen wir eine Bemerkung einschalten. Wir 
haben Torausgesetzt, dass man die einzelnen Dreiecke gemäss den im dritten 
Abschnitte aus einander gesetzten Lehren berechne , d. h. wir haben dieselben als 



ans 



* Vernachlässigt man k , so ist fi 2= ^ y — , , eine Fonnel , die sich 

AM 

|. 44, Nr. 4 ebenfalls ergibt, da /u = p — , und das dortige a = H. 

r \ 

** Allerdings genügt die Messung yon zwei Winkeln; der bei der Messung 
auftretenden Beobachtangsfehler «wegen ist es Jedoch sicherer , die sänmitlichen 
Winkel zu messen, und die Summe dann auf 180^ auszugleiten, in so ferne das 
Dreieck als ein ebenes angesehen werden kann. 
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eben Torausgesetzt. Diese Annahme ist jedoch, wie wir schon in §. 45 bemerkt 
haben, nicht gera'dezn znlftssig, da die Erde keine ebene Fläche ist. Wir werden 
jedoch im zweiten Theile nachweisen, dass wenn die Seiten der Dreiecke eine be- 
stimmte Grösse nicht überschreiten, man berechtigt sey, die Dreiecke zu behandeln 
wie ebene Dreiecke. Bei der Bildung von' Dreiecksnetzen pflegt man zuerst ein 
Netz yon sehr grossen Dreiecken, so genannten Drei ecl^en ersten Rangs, über 
den Landstrich auszubreiten, und misst die Winkel derselben mit äusserster Sor^^- 
falt. Die Seiten dieser Dreiecke sind oft mehrere Meilen lang und es kann also 
bei der Berechnung derselben von Anwendung des §.29 keine Bede seyn; sie 
müssen nach den im zweiten Theile aus einander gesetzten Lehren behandelt werden. 
An und in diese grossen Dreiecke legt man nun ein zweites , drittes, . . . Netz von 
Dreiecken, deren Seiten immer kleiner werden — die Dreiecke zweiten, dritten, 
.... Rangs , deren Winkel zwar immer sorgfältig , jedoch nicht mit dem grossen 
Aufwand von (Zeit und) Genauigkeit gemessen werden, wie die der Dreiecke ersten 
Rangs. Wie gesagt werden wir im zweiten Theile die Bedingungen darlegen, 
unter denen ein solchds Dreieck als ein ebenes angesehen werden darf. Hier 
nehmep wir natürlich an, es handle sich von Dreiecksnetzen desjenigen Rangs, bei - 
dem diese Bedingungen erfüllt sind. 

, Die, Seiten dieiier Dreiecke , deren Endpunkte durch dauernde Merkmale be- 
zeichnet werden , bilden nun die für Detailvermessungen nothwendigen und genau 
bekannten Standlinien, deren besondere Messung einerseits zu kostspielig, anderer- 
seits bei den unvermeidlichen Schwierigkeiten einer Lftngenmessung zu ungenaue 
Resultate geben würde, wenn man diese Operation minder geübten Händen über- 
lassen müsste. 

Es dienen aber diese Dreiecksnetze nicht blos dazu , Standlinien für Detail- 
vermessungen abzugeben , sondern es werden vermittelst derselben die einzelnen 
Eckpunkte festgelegt Diese Festlegung geschieht dadurch, dass maq die Koor- 
dinaten der Eckpunkte berechnen kann, d. h. die Entfernungen derselben von 
zwei beliebig gewählten, auf einander senkrecht stehenden geraden Linien. ' Die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecksnetzes ersten Rangs 
werden wir im zweiten Theile darlegen ; hier nehmen wir die Lage dieser Eckpunkte 
als gegeben an. Da die Dreiecke des zweiten u. s. f. Rangs sich an die Seiten 
der Dreiecke ersten Rangs anschliessen , so wird man am besten als die zwei ein- 
ander senkrecht durchschneidenden Geraden , auf welche die Lage der Dreiecks- 
punkte niederen Rangs bezogen werden soll , den durch einen Eckpunkt ersten 
Rangs, der zugleich Eckpunkt des betrachteten Netzes ist , gelegten Meridian , so 
wie die auf ihm in jenem Eckpunkte senkrecht stehende Linie annehmen. Die 
Entfernungen der Eckpunkte von jenem Meridiane sind dann die Ordinaten, die « 
Entfernungen der FuBspunkte der ySh. den Eckpunkten auf den Meridian gefällten 
Senkrechten von dem angenommenen Eckpunkt ersten Rangs, die Abszissen der 
Eckpunkte. Die Berechnung der Koordinaten ist Sache der ebenen Polygon o- 
metrie. Ist A der fragliche Eckpunkt ersten Rangs, NS der durch ihn gehende 
Meridian, so wird man nach den in meiner ^ebenen Polygonometrie" dargestellten 

Dienger, Trigonometrie. ü 
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f\g. 49. Lehren \ indem man die Eckpunkte als 

Eckpunkte eines Linienzngs (vergl. §. 7 
der n^^oQoii Polygonometrie**) ansieht, 
die Koordinaten genau und nach einem 
leichten Mechanismus berechnen können, 
indem sänamtliche Winkel und Seiten des 
Linienzngs als bekannt angesehen Verden 
dürfen. Da man offenbar den Linienzng, 
der durch das Dreiecksnetz gebildet wird« 
in Tcrschiedener Weise anordnen kann, 
so wird man auch die Koordinaten der 
einzelnen Eckpunkte in verischiedener 
Weise erhalten können, und somit die 
Rechnung fortwährend zu kontroliren im Stande seyn. Der Winkel, welchen eine 
beliebige Seite des Netzes mit dem Meridian NS macht , wird nach S* 5 Formel (5) 
der „ebenen Polygonometrie^ ebenfalls leicht zu bestimmen seyn; man pflegt ihn 
das Azimuth der Seite zu nennen und er dient zur Orientirung der Seite auf der 
Erdoberfläche. 

Die bekannten Koordinaten der Eckpunkte dienen dann zur graphischen Auf- 
tragung der Netzpunkte , behufs Bildung von Karten , in denen eben diese Eck- 
punkte mit den sie verbindenden Seiten das Gerippe bilden. 

Da die Berechnung der Seiten nach den Lehren des dritten Abschnitts ge- 
schieht, worüber wir uns hier wohl nicht weiter zu verbreiten haben; da femer die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte ganz eigentlich Sache der Polygono- 
metrie ist, die wir ausführlich in dem bereits mehrfach angeführten Werke darge- 
stellt haben , so können wir hier diesen Gegenstand verlassen , da die gegebenen 
Andeutungen und Hinweisungen vollkommen genügen werden. Ohnehin werden 
wir im entsprechenden Abschnitte des zweiten Theils nochmals hierauf zurück- 
kommen müssen. 



Siebenter Abschnitt. 

Veber den Einfluss fehlerhafter Daten auf die durch 
Bechnung hieraus erhaltenen Grössen. 

§.49. 

Aufstellung der Grundgleichungen. 

I. Soll aus gewissen gegebenen Grössen (Daten) eine noch unbe- 
kannte Grösse dnrch Rechnung gefanden werden , so müssen jene 
ersten znnächst durch wirkliche Messungen gesucht worden seyn. 
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Bei allen Messungen, Wie überhaupt bei allen Beobachtangen, wer- 
den vir aber niemals vollkommen sicher seyn , den durchaus richti- 
gen Werth für die zu bestimmende Grösse erhalten zu haben. Ab- 
gesehen von gewissen Fehlern, die in der Einrichtung der Instru- 
mente u. s. w. ihren Grund haben, und die wir bis auf einen gewissen 
Grad zu bestimmen, also auch zu verbessern im Stande sind, 
werden den Beobachtungen unvermeidliche Fehler anhaften , die in 
zufälligen Ursachen ihren Grund haben , als in nicht zu berechnen- 
den Temperaturverhältnissen, mehr oder minder Aufmerksamkeit 
u. s. w. Diese Ursachen, über deren Daseyn oder Nichtdaseyn im 
speziellen Falle nur schwer entschieden werden kann , bringen nun 
die so genannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler her- 
vor, auf die wir somit in allen aus der Erfahrung genommenes 
Angaben zählen müssen. Es versteht sich ganz von selbst, dass 
wir nur solche Angaben aus der Erfahrung benützen werden, die 
durch unter den obwaltenden Umständen möglichst genaue Beob- 
achtungen erhalten wurden, so dass wir — wenigstens in so ferne 
wir hier von Beobachtungsfehlern sprechen — von vorne herein 
annehmen dürfen, es seyen die Fehler, welche den aus der Erfah- 
rung genommenen Angaben anhaften, möglichst klein. Uebrigens 
werden, theoretisch gesprochen, diese Fehler eben so wohl positiv 
als negativ seyn können , d. h. die durch Beobachtung gefundene 
Grösse kann eben sowohl grösser als kleiner seyn, als der wahre 
Werth derselben. Bei Winkelmessungen ist dies ganz von selbst 
klar. Bei Längenmessungen dagegen wird ein positiver Fehler 
überwiegend vorkommen, da vielfe unvermeidliche Umstände zu- 
sammenwirken, die gemessene Länge zu gross erscheinen zu lassen^ 
wie etwa das Abweichen von der geraden Linie, das nicht gehörige 
Anziehen von Messketten u. dgl. Doch muss man theoretisch posi- 
tive Fehler eben so gut zulassen, als negative. 

Wie schon gesagt, werden die Fehler, welche den aus der Be- 
obachtung entlehnten Angaben anhaften, im Allgemeinen nur klein 
seyn im Yerhältniss zu den gemessenen Grössen. Daraus folgt, 
dass man die Produkte solcher kleinen Grössen , so wie die hohem 
Potenzen derselben gegen die einfachen Fehler, d. h. die ersten 
Potenzen derselben, wird vernachlässigen können. 

In Bezug auf Winkel wird man also, gemäss §.18 und §. 20| 

11 • 
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den Sintis eines Fehlers gleich dem zum Halbmesser I gehörigen, 
diesem Fehler entsprechenden Bogen, denCosinns des Fehlers = 1 
setzen müssen. 

IL Sind die Daten nicht fehlerfrei, so werden die durch Rechnung 
aus ihnen erhaltenen Grössen in derselben Lage seyn. Nun wird 
man aber für jede Art der Beobachtung, welche Daten lieferte, eine 
äusserste Fehlergränze anzugeben im Stande seyn, d. h. man 
wird mit voller Bestimmtheit aussprechen können, dass der bei der 
Beobachtung begangene Fehler nicht grösser sey, als eine gewisse 
Grösse, also etwa bei Winkelmessungen nicht grösser als20''u.s.w. 
Daraus aber muss sich eine Fehlergränze für. die durch Rechnung 
erhaltenen Grössen ermitteln lassen , so dass man sagen kann, der 
Fehler einer dieser letztern Grössen übersteigt nicht einen bestimm- 
ten Werth. Man hat also sich folgende Frage zu stellen : Wie 
kann man aus den als bekannt angesehenen Fehlergränzen der Daten 
auf die Gränzen der Fehler der Resultate schliessen ? Fassen wir 
diese Aufgabe etwas anders, so wird sie auch so heissen: Wenn 
man weiss , innerhalb welcher Ausdehnung die Fehler in den aus 
der Erfahrung entlehnten Angaben sich bewegen können , wie ist 
man im Stande, die Ausdehnung zu bestimmen, innerhalb der die 
Fehler der aus jenen Angaben gezogenen Resultate sich bewegen? 
Soll diese Aufgabe gelöst werden, so wird man vor Allem nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Fehler der Resultate und der 
Fehler der Daten zu forschen haben. Diese ist begreiflich aus dem 
Wege zu schliessen, den man bei Auffindung jener Resultate einge- 
schlagen, d. h. sie ist aus den Formeln zn entnehmen, die man an- 
gewandt hat, um zu den Resultaten zu gelangen.' 

in. Wenden wir das im Allgemeinen Angedeutete nunmehr auf das 
Dreieck an, so werden in demselben, wenn a, b, c die Seiten, A, B, 
C die Winkel bezeichnen, drei Stücke, worunter mindestens eine 
Seite, als bekannt, die andern drei als unbekannt anzusehen seyn« 
Bezeichnen wir nun mit z/a, zlb, Je, .^A, ^/B, JC die den Seiten 
undJWinkcrln anhaftenden Fehler, so werden diese sechs Grössen 
durch drei Beziehungen mit einander verbunden seyn, die uns ge- 
statten, aus dreien derselben die drei andern zu bestimmen. 

Diese drei Beziehungen leiten wir aus den Formeln des Zu- 
satzes zu §.28, nämlich 
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c= aco^B + bcö^A, a9mB = b«inA, A^-B^-C=180^ (a) 

ab. 

Die hier aufgeführten Grössen sind natürlich nur mit ihren 
absolut wahren Werthen zu nehmen. 

Bezeichnen nun aber a, b> c, A> B, C die gemessenen, 
oder durchRechnung gefundenen Werthe, so werden aH- Ja, 
b-l- Jb, cH- Je, A-4-z/A,.B-4-JB, C + z/C die wahren Werthe 
seyn, und man wird haben: 

c 4- Je = (a + Ja) (?o» (B -4- JB) + (b -4- Jb) CO« (A + JA), 

(a -f Ja) wn(B + JB) = (b + Jb)«w(A -h JA) , 

A-4-BH-C + JA-4-JB + JC = 180^ 

Nun ist, nach dem Obigen: ^ 

cos(B + JB) = cosB — sinB . arcJB , 

(?o«(A-+- JA) = C08A — sinA.arc/IA, 

sin(B -h JB) = sinB -h cosB . aro JB, 

mi(A •+• JA) = sinA -h cos A. eure JA^ 

daher, wenn man Ja.arc JB u. s. w. sofort vernachlässigt: 

c -+• Je = B^cosB H- Ja.co^B — a.wwB .ore? JB + bco« A 

-f- Jbcö«A — b^enAorcJA, 

a^B + Ja^B + SLCösBarcJB = b«nA -4- Jb^A 

+ b<?ö«A.arc JA, 

A-+-BH-C+JA-f-JB-+-JC = 180^ 

X Nun wurden aber die Rechnungen mit den Formeln (a) oder 
den daraus gebildeten gefuhrt; die Werthe a, b, c, A, B, C ge- 
nügen also jenen Formeln (d. h. man hat die gesuchten Grössen so 
bestimmt, dass sie nebst den gegebenen Grössen den Gleichungen (a) 
genügen); daraus folgt offenbar, dass man aus den so eben ange* 
gebenen drei Formeln, wenn man die Formeln (a) durch Subtraktion 
mit ihnen verbindet, zur Bestimmung der gegenseitigen Abhängig- 
keit der Grössen Ja, Jb, Je, JA, JB, JC haben werde: 

Jc=Jaco«B— a«wBar(?JB+Jb(?OÄA~b«wAarcJA, 
Ja«»B-f-a(?ö«B^«r<?Jß = Jb«nAfl-b(?ö^Aar(?JA, } (40) 

JA -f- JB -H JC = 0. 
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Diese dVei (Grl^ichungen, von denen die letzte auch arcJA 
'+• arcdB 4- arcJC=0 heissen könnte, regeln die Beziehungen, der 
sechs Grössen Ja, ...., JC gegen einander vollständig und jede 
andere Beziehung, die etwa noch bestehen könnte, mnss hieraus ab- 
geleitet werden können, bietet also nichts Neues dar. 

IT. Man kOnnte einen Anstand finden, die Produkte J a are AB n. s. w. zu ver- 
nachlässigen « da ja ^ia selbst gross seyn kann. Um diesen Anstand zu heben, 
setze man ^a = aa, A\i-=hßy Ae=: cy, wo a, ß, y sehr kleine Brüche sind, 
und hat 

c-f-cy =? (a4-aa)[co»B — «m B arc JB] + (b -h b /J) [co» A — sin Aare JA], 

-h (a + a«) (sin B 4- co« B or« JB) = (b H- b /9) (sin A + eosAare A A) , 

A + B 4- C + J A -f- JB + 2/C= 180^ 

Zieht man die (a) davon ab , so ergibt sich 

c y = — a sin'Rarc 2/ B 4- a a (cos B — «i»B are Ah) 

— b sin A areAA 4- b ^ (eos A — sin A are A A) , 

a eos B are AB-h&a (sin B 4- co* B are A B) 

= b eos A are AA-hhß (sin A 4- eos A are AA), 

AA-hAB-hAC = 0, 

Dividirt man die erste und zweite Gleichung beiderseitig mit a und beachtet 

c b 
ijon , dass die Quotienten — , — bestimmte Zahlen sind , so wird sich sofort er- 

a a 

geben , dass die Grössen 

cisinB are AB , — 3 sin A are AA,a eos B <we AB , — ß eos A are A A 

a a 

▼erschwindend klein sind. Demnach 

* 

— y = — «w B are AB »in A are JA-\-aeosB-\ ßeosAt 

a ' a a 

■ . . b ^ b 

eosB (»re AB -^ a sinB = — eos Aare AA 4 ßsinA. 

a a 

Dies sind aber die beiden ersten Gleichungen (40). 



Anwendung auf das Dreieck. 

L In einem Dreieck sind gegeben c, A, B; berechnet a, b, C. 

Für diesen Fall hat man aus (40) die drei Grössen z/a, Jb, 
AC durch Je, 4A, JB zu suchen. 

Nun zieht man aber aus diesen Gleichungen : 

JC = -JB-JA; ' 
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dann 

, Ja«nB — Jb«nÄ= — acM Boro ^ -hb(?M Aare z/A, 
woraus folgt: 

. . sink _ öOÄ(A-f B) bare JA 
Ja = Je . . ^ . . -^^ — aareJB.— 7— r: 7:^-4- 



«'n(AH-B) «w(A + B) «w(A-4-B)' 

- . «wB , areJB , .. (?o«(A + B) 

Jb = Jc. .... T>>, +a ... , -,. —borgJA. . .. =rr-, 

«n(A + B) «en(A + B) «n(A-hB) 

d. h. daA + B = 180«~C, 

. . ainA , coaC ^ harcJA 

Ja = Je. -7-77 + a —r-^ arcdE H . ^ . 

stnvj 8in\j 8inKj 

^ ^ «nB . SLorcJB ^ arcJAcosC 
Jb = Jc.-T-KH r-7^ hb r-7^ , 

Da aber 

einA _^ a sinB ^ b 

«inC c ' 8inG c * 

^0 ist: 

aJe aco«C orc^ borc^A 

^a = 1 —=, 1 r-7T-> 

c 8in\j 8tnC 

hJc aarcJB beo^C ^, > (b) 
Jb = 1 7-7^ F . ^ arcJAy ' '^ 

^C = -^A-JB.* 

« 

Man kann diesen Formeln, wie leicht ersichtlich, auch folgende 
bequemere Form geben (§. 49 , IV) : 

— = \-cotgCarcJB H r-?:areJA, 

a c SismC 

Jb ^c a _ n .A ) (bO 

-r- = hr~"r-7:ar(?JB4-(?o^ärCarcJA, ' 

b c bnnC ^ 

^C=:-JA-JB. 
Will man die möglieh grösstenWerthe von //C, — , —hieraus 

Je 
erhalten, wenn die möglieh grössten Werthe von JA 9 JB, — 

c 



* In diesen Formeln sind natürlich c,A,B,a»b,C die (fehlerhaften) ge- 
meftenen nnd berechneten Werthe. 
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gegeben Bind, so wird man alle einzelnen Glieder der zweiten 
Seiten blos positiv zu nehmen haben,' da man ja im Allgemeinen^ 
JA, JBf do, sowohl positiv als negativ nehmen kann, also das Vor- 
zeichen dieser Grössen immer so wählen dari^ dass jedes Glied po- 
sitiv ausfällt. Offenbar erhält man dadurch die grössten Werthe 

von — , -j— , -iC, die übrigens, wie bereits mehrfach gesagt, 
a . b 

sowohl positiv als negativ seyn können. 

Aus den Formeln (b') lässt sich jedoch noch einiges Weitere 
schliessen. Gesetzt A und B seyen so beschaffen, dass ihre Summe 
nahe an 180^ oder nahe an sey, so ist G nahe an oder 180^ 

also «nC sehr klein; daraus folgt klar, dass — , -r-^ sehr bedeu- 
tend ausfallen werden, wenn auch ^/B, ^A klein sind; eine solche 
Annahme ist also möglichst zu vermeiden. 

r 

Ist A + B = 90 ^ so erreicht «wC seinen grössten Werth, und 

cotgQi ist =0; also wird, bei unverändertem — , sowohl — als -r— 

c a b 

in diesem Falle möglichst klein ausfallen , so dass also dieser Fall 

zu den günstigen gehört 

Für diesen Fall (C = 90^) ist: 

ä^ Jq b VA -^b ^c . a ._ 

a c a beb 

In der Regel werden die Werthe von ^A, ^B (ohne Rücksicht 
auf ihr Vorzeichen) beiläufig einander gleich seyn; ist nunb>a, 

so ist — >1, r- < 1 und — fallt grösser aus als — ; das Umgekehrte 

hat Statt, wenn b < a. Am besten wird es mithin seyn, wenn a=b 

(also auch A=B), in welchem Falle dann — , -r- (nahe) einander 

a b 

gleich seyn werden. 

Das günstigste Dreieck für diesen Fall ist mithin das, in welchem 

A = B = 45^ 

n. In einem Dreiecke sind gegeben c, A, G ; daraus berechnet 
a, b, B. 
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Ans den Fonneln (40) ergibt sich» wie oben : 

^=— JA — JC, 

JsL Je ^ ^ .^ , b — aco«C .. 

— = öofflrCarcJCH z-f, — arcJA. 

a c "^ a^nC 

^ ^/c . heoaC — SL ^^ a ^^ 

b c b^nC b^nC 

d. h. da b — aeo«C = cco«A, b(?o«C — a = — cco^B, aathC 
= c^nA, b^'nC = csinB: 

zffi = — ^A — ^C, 

— = cotgCarcJC-hcotgAarcJA^ , ^,,. 

a c "^ " ^ (b") 

^ih Je , .^ .. a ^^ 

^r- = eotgBarcJA'— , . ^ arcziC, 

b c ^ b^tnC 

worans ganz dieselben Folgerungen gezogen werden, wie in I. 

m. Ixi einem Dreiecke sind a, b, C gegeben, und daraus c, A; B 
berechnet. 

Aus (40) hat man: 

SLCOsBarcJB — hcosAar€JA = — JB,9mB -h JbsinA, 

arcJA-+-arcJB= -—arcJC^ 
woraus : 

(a tfo^B 4- hco8A)nr€JB = JbsinA — ^a«tnB — hcosAarcJCt 
(aco^B + hcosA)arcJA= —Jb^nA+JaLsinB-^acosBarcJCt 
d h. wegen der Gleichungen (a) : 

carc JB=^ JbsinA — Ja^sinB-— hcosAarcJCy 
car€JA= — JbeinA -h JsLsinB — SLCoaB arc JC. 
Dann ist 

Je = JskCosB '•\-Jhco9A ■— a^nB arcJB — hsinAarcJA^ 
d. L ^ 

cJc = c^aco^B + ßJbcosA— SksinAsinBJb -^ aL9in^BJak + 
SibsinBcosAarcJC 4- bwn'A^ — b^nA^nB^a -+• 
ab«nAoo*Barc2/C=(c{?ö«B— b«nA«nB-f-a«n'B)ij/a4- , 
(ccoäA — a«nA«nB4-b«»*A)^+ab«n(A+B)ar(?J^C, 
oder da heinA = a«wB, A + B = 180" — C: 
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cJc=^cco8BJek'{-ccosAJb-;^Bh8inCarcJC. 

Also hat man jetzt : 

^ JhsinA JAginB b . .^ 

arcJB^ — cosAarcJC, 

c c c 

,. JhsinA JsisinB a __ .^ 

c c c 

ab 

Jq = J3,cosB 4- -^ (?ö« A H sinGarcJC , 

c 

welche Gleichungen auch in folgender Form geschrieben werden 
können (da a^'nC = c^snA): 

.^ Jb hsinA Jb, &8inB b . .^ 

arcJB = -r- . . cosAdrcJijy 

b c a c c 

Jh b^nA //a a^nB a t» ^/^ 

arcJA=^ ; 1 eosBarcJGf 

b c a c c 

Je Jsk aco^B . Jb hcosA , b«nA ,^ 

— = — . l--r--— ' 1 arcJCf 

c a c b c c 

oder endlich, da a ^nB = b«tnA: 

.. hsinA /Jh Ja,\ hcosA .^ 

aro//A = { 1 arcJCy 

c V b a y c 

^ SLsinB /'JsL Jh\ s^cosB .^ 1 > x 

arcJB=^ 1 r- I arcJCy ) (c) 

c V. a b y c 1 

Je Jsk B,co8B Jb bcosA . b«wA .^ 

— = h 1 arcJC. 

c a c b c c 

Aus den Formeln (c) folgt , dass je grösser c gegen a oder b 

ist, desto kleiner JA, JB^ — ausfallen, so dass man also den 

-c 

Wbkel C so gross als möglich, d. h. so nahe an 180® als möglich 

wählen soll. Ist daneben b = a, so werden, wie leicht ersichtlich, 

die Fehler JA^ JB einander gleich, was man als vortheilhaft anzn« 

seHen berechtigt ist 

SelbfitversUbidlich meinen wir hier die Aassersten Fehleigränzen Ton A, B, c, 

so da» also, wenn b = a and -r- , — , absolnt genommen gleich sind , diese 

b a 

Fehleigrinzen einander gleich werden. Dieselbe Bemerirang gUt bei all diesen 

Untersnohimgen« 
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IV. In einem Dreiecke sind gegeben a, b, c; daraus berechnet 
A,B, C. 

Die Formeln (40) geben zunächst: 

,. Jc.coaB Jbco8(A-hB) Ja, 

arcJA = — ; — r-rz — ;:rx -h -. — r-A :^ -♦- 



b«m(A-f-B) b««(A + B) b««(A4-B)' 

j^ Je cos A Jb JsLCoa (A-\-B) 

a«n(A+B) a«n(AH-B) a«n(A + B)' 
d.h. 

. . _ Jdk JhcoaC JocosB 

heinC hsinC hainC * 

JiCoaC Jb JccösA 

(xrcJD=^ r-7^ — I 7—p: ^~~Fr'9 

a.ainKj dLStnC ' &atnG 

woraus dann 

arcJC = — arcJA — a/rcJB =^J2^i — 7-7; — ) 

V ab«nC J 

* 

' y« /^ ^^^^C — b\ /^acöÄB + bco^AN 

V ab^nC ) V ab^nC J 

folgt. Es ist leicht ersichtlich, dass man diesen Gleichungen auch 
folgende Form geben kann : 

1 /^a ^a . n^\ 4 ^^^ 
ainvj Vb a b y 



arcJB = -T-Fif T coaC — ) — cotgA — ,7 (d) 

«nC va b a y ^ c | ^ 

1 i^C //C A^*^^ 4 u^* 

»inAvb c b y "^ a 



Würde man ^=:^ = ^ setzen können. ,o hätte man. 

a b c 

da auch 

-, ' a — hcoaC ccoaB , ^ 

Sk-'bcoaC = ccoaBf — , . ^ — = , . ^ =^ cotgB n. s.w.: 

batnC baznC ^ 

^/A = 0, ^/B = 0, ^/C = 0, 

d. h. die Winkel würden fehlerlos erhalten , wie natürlich, da unter 
diesen Voraussetzungen das falsche und wahre Dreieck ähnlich 
wären. 

Sehen wir hievon ab> so zeigen die Gleichungen (d), dass (im- 
merhin unter der Voraussetzung, dass wenigstens nahezu die abso- 
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i 

bten Werthe von — > 1"» — gleich seyen) die Fehler JLy JB^JC 

möglichst einander gleich ausfallen werden, wenn die drei Winkel 
A, B,, G einander gleich sind, also das Dreieck ein gleichseitiges ist. 
Letzteres ijst also für diesen Fall am vortheilhaftesten. 

V. In einem Dreiecke sind a, b, A gegeben und daraas c, B, C 
berechnet. 

Die Formeln (40) geben : 

_ Ja, -^ Jh 3tnA . b cosA .. 

arcJB=^ tgB-i —-^ zrarcJA^ 

a a cosB a cosB 

\Jk Jh cos (A-k-B) b«n(A+B) 
Ja = — --{ — -arcJA, 

COsB > €08 B cosB 

.^ -^a . _ Jh sinA SLCOsB+hcosA .. 

arcJC=^ — tgB =r ^^ arcJA^ 

a ^ a €08 B a€08B 

welche Formeln leicht auf folgende Form gebracht werden 
können: ' 

arcJB = tffB 4- -v- tgB + tgBcotgAarcJA^ 

Jdk J\> c 1 • X 

mr€j\j-= — tgB — T-tgB ■=.qt€JA. > (e) 

a ^ b ^ z,€08B ^ ' 

Jc_^j2k a ^Jh h€08C ^ _ . 
c "" a QC08B b (i€08B ^ 

Aus diesen Formeln folgt, dass je mehr B gegen oc|er 180^ 

geht, d. h. der überall vorkommende Nenner €08B zunimmt» die 

Je 
Grössen JBy JC, — abnehmen; jedenfalls ist dies der Fall mit 

c 

JBy JCf die also klein werden, wenn B nahe an oder 180^ ist. 

Je 
vorausgesetzt, dass nicht A nahe an ist Was — anbelangt, so' 

c 

wird, wenn B nahe an ist, diese Grösse ebenfalls klein seyn; wenn 

B aber nahe an 180 ^ so ist b sehr gross im Yerhältniss zu c und 

h€08C , , » , . ^c . , 

^ kann sehr gross seyn, so dass also jetzt — nicht gerade 

klein ausfällt. Man wird also in diesem Falle die vortheilhafteste 
Gestalt des Dreiecks erhalten, wenn B nahe an ausfällt, also b 
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sehr kleii^ ist un Yerhältniss za den zwei andern Seiten. Wegen 

a ^c a c 

des Bruchs =;in — sollte — klein; wegen =■ in JC aber 

aeosB o c aco^B 

c ä 1 

— klein, also — gross seyn; mm wird also, wenn Beides beachtet 

a c .. 

werden soll, möglichst a = c wählen, d. h. bei kleinem — ,. A nahe 

an 90® nehmen. 

VI. Ist eine oder die andere der gegebenen Grössen als dnrchanb 
richtig anzusehen, so wird man in (40) den ihr zukommenden 
Fehler = zu setzen haben. Dies tritt etwa ein , wenn man zum 
Voraus weiss, dass das betrefifende Dreieck rechtwinklig sey, wo 
dann der Fehler des rechten Winkels Null ist; es wird aber auch 
dann anzunehmen seyn, wenn eine als Seite eines grösseren Dreiecks- 
netzes (§.48) bereits scharf berechnete Seite zugleich eine der 
Seiten des hier betrachteten Dreiecks ist. Dessgleichen verhält es 
sich mit Winkeln, die einer grössern Vermessung entnommen werden. 

Die bereits zu I gemachte Bemerkung wegen der aus den 
aufgestellten Formeln folgenden äussersten Werthe der Fehler der 
gesuchten Grössen gilt natürlich für alle Formeln. Die nämlichen 
Formeln können übrigens auch zu einem andern Zwecke benützt 
werden. Wünscht man nämlich die (kleine) Aenderung zu kennen, 
welche die berechneten Grössen erleiden, wenn die Daten um We- 
niges geändert werden, so geben die Formeln (b) bis (e) diese Aen- 
derungen geradezu, wobei begreiflich die vorkommenden Grössen 
mit den ihnen in den Formeln beigelegten Zeichen zu nehmen sind. 

Ehe wir zu Beispielen übergehen , wollen wir aus dem Vor- 
stehenden einen Schluss auf die vortheilhafteste Gestalt der Dreiecke 
in geodätischen Netzen (§.48) machen, d. h. auf diejenige Gestalt, 
bei der die Beobachtungsfehler den möglich geringsten Einfluss auf 
die zu berechnenden Seiten und Winkel haben. Da man dabei nach 
I zu verfahren hat, so würde das gleichschenklig rechtwinklige 
Dreieck, dessen Hypothenu&e die gemessene Seite wäre, diesen Be- 
dingungen entsprechen. Geht man aber von der Basis des Netzes 
zu den Dreiecken ersten Rangs über, so werden nothwendig die 
neuen Seiten grösser als die gemessene; da dies nun nicht vortheil- 
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haft ist^ so wird man mithin die neu' hinzutretenden Seiten nicht 
allzu viel grösser wählen als die Basis oder die bereits bekannte 
Seite, zngleich die Dreiecke gleichschenklig, hier also fast gleich- 
seitig machen. Daher rührt die geodätische Yor&chrift, von der 
Basis ans durch allmählig grösser werdende Dreiecke, die zugleich 
immer nahe gleichseitig sind (oder wenigstens gleichschenklig), 
fortzuschreiten. 

Geht man aber von den Dreiecken ersten Rangs zu denen eines 
niederem Rangs über , so wird man sich an die Vorschrift in I 
halten, d. h. die Dreiecke möglichst rechtwinklig gleichschenklig 
machen können. 

§. 61. 

Beispiele. 

Wir haben im Vorstehenden aus den allgemeinen Formeln ge- 
wisse Folgerungen in Bezug auf die vortheilhafteste Gestalt der 
Dreiecke in den verschiedenen Fällen gezogen. Es versteht sich von 
selbst, dass diese Folgerungen auch nur im Allgemeinen gelten und 
im besondern Falle oftmals etwas verschiedene Ergebnisse erhalten 
werden können. Es hängt dies begreiflicher Weise von den Ver- 
hältnissen der bei Längen- und Winkelmessungen begangenen Fehler 
ab, und jeder Beobachter wird im Stande seyn, zu entscheiden, 
über welche Gränzen hinaus diese Fehler bei seinen Beobachtungen 
sicherlich nicht gehen können. — Wir wollen uns auf diese beson- 
der^ Untersuchungen, die nach Anleitung des Vorstehenden leicht 
zu fühten wären, nicht weiter einlassen, sondern nur noch einige 
Zahlenbeispiele zufügen, um die Anwendung der obigen Formeln 
daran zu erläutern. 

J. Sey ,0 = 379-6, A=: 64^9' 16", B =:75°18'28", also C 

= 40«32'16", b=:564-8, a = 525-486 (§.29), sey ferner — 

c 

nicht über , JA, ^ nicht über 1", d.h. die Längenmessung 

• ' 1 

fehle höchstens um der Länge, die Winkel höchstens um 1". 

Für diesen Fall sind nun die Formeln (b') anzuwenden und zu setzen 
— = 00001 , ^A = ^B = 1". 
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I 

Zo^co^C = 10-06793 - W^b = 2-76189 

logare\"= 4-68667—10* %arcl" = 4-68667— 10 ' 

4-75350 - 1 0, E % a = 7-27944 

EZog«nC = 0-18712 

4-90402-10. 

c.<^Car.^= 0-00000567. _b ^,^^^0-00000802. 

ö(?f^Carc^A= 0-00000567,^ a«nC 

Zö^a = 2-72066 
Zo^ar(?r'=:: 4-68657 -10 

EZo^b = 7-24811 
EZoptMnC = 0l87l2 



4-84136-10 
a 



b sin c 

Also äusserster Werth von 
^a 



arcJh = 0-00000694. 



a 

Jb 



: 0-0001 + 000005567 + 000005802 = 00001 1369, 
: 0-0001 + 0-00000694 H- 0-00000567 = 0-00011261 , 



b 
^C:P'H-1" = 2", 

so daßs a, b um etwas mehr als —-—, C um 2" gefehlt seyn 

können. 

1 
Würde man c ^'^tt^'T^i» ^ ^^^ B um 1" ändern (und zwar 

grösser machen), so würden sich a, b, um 0-00011369, 0*00011261 
ihrer Länge, C um — 2" ändern. 

IL a = 94593-1, b = 80322*9, c = 82425*8; also A = 71/3' 
34-74", B = 53« 26' 0*68", C = 55« 30' 24*54" (§. 31). Man 
ändert nun a höchstens um 8, b um 7, c um 7*5 und fragt nach der 
höchsten^ Aenderung von A, B, G. 

Die Rechnung ist nach den Formeln (d) zu fuhren, wo ^a=:8, 



* loff are 1" = lo^ sinV*; überhaupt lo^ cwc n"=s lop sin n'', irenn n<l740 
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I 

log Ja. = 0'90309 logJh = 0'84610 

E%b = 5-09616 E%b = 6-09516 

B%«nC = 008398 logcotffC = 9'83703 

0-08223-4 0-77729-5 

^* =0-000121 ^^£ß^=o-ooom 



b«nC b 

log Je = 0-87506 

EZö^c = 508393 

loffcotgB = 9-87027 



0-82926-5 



eo/;örB^ = 0-000067 

' logJh = 0-845 1 log Jül = 0*90309 

Elog a = 5-0241 2 log cotg C = 9-83703 

Elog8inC = 008398 E%a = 502412 



0-95320-5 0-76424-6 

.4^ ^ ^.(j^^^g^: 1 ^.?5?C^^ 0-000058 

SLStnC ' a 

Zö^2/c = 0-87506 

%(?o«^A = 9-53552 

EZogr = 5-08393 

0-49451-5 

^?^^^ = 0-000031 
c 

log Je = 0-87506 log Jb = 0-845 1 

Elogb=: 5-09516 log cotg A = 9-63552 

E%«nA = 002417 EZo^b = 5-09516 



0-99439-5 0-47578-5 

.4^ = 0-000099 '-^^^ = 0-000030 

Zo^ Ja =0-90309 
%<?ö#^B = 9-87027 . 
E%a = 5-02412 



0-79748-5 



cotgBJ9. _^^^ 



•000062. 
a 



' I 
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Höchste Werthe von 
ort? ^A=0-00012l4-0'000060-t-0-000067=0-000248, ^A=:51", 
arc .^ = 0-000090 H- 0-000058 + 000003 1 = 0000 1 79 , //B =r 37'^ 
' a»-ez/C= 0-000099 +0000030 4-0000062 =0-000 191, ^0=^40". 

in. a=758396, b=623094, C=5m', woraasA=76«0'56", 

B = 52«52'4", c = 608379. Sey ferner ^/a = 0, ^ = 0-00001, 

z/C = 10", wobei die Rechnung nach den Formeln (c) zu füh- 
ren ist. 

logh = 6-79455 logh = 5-79455 

hg sin A = 9-98694 log cos K = 9*38320 

E % c = 4-2 1 582 Elogc:= 4-21682 

Zo^^ = 000000-5 ^-'^ 10" = 6-68657 . 



007914—5 



0-99731-6 



b^M ^ = 0-0000099 ^^^ar.^C = 0-0000120 
c b c 

Zo^a = 5-87989 

Zo^eo«B = 9-78079 

E%c = 4-21682 

Zo^ arg 10^^ = 5-68567 >. • 

0-56207-5 "-' 

^^^ arc JC = 0-0000365 
c 

logh = 6-79456 log b = 5-79465 

Zö^ CO« A = 9-38320 ' Zo^«iwA = 9*98694 

E%c = 4-21582 EZo^c = 4-21582 

, ^b ^^^^^^ ^ Zö^arc 10" = 5-68557 
Zo^-= 0-00000^6 ^ 0-68288^5 

0-39357-6 

k£^ ^ = 00000024 ^^arc^C = 0-0000482 

c b c 

•* 

Höchste Werthe von: 
arc^/B=00000099+0-0000120=0-0000219, .^=4-5", ' 
arc JA = 0-0000099 + 0-0000365 = 0-0000464, JA = 9-6", 

— =0-0000024+0-0000482=0-0000606, — =2Öööq» 

' " 12 

Dl enger, Trij^onometrie. . *^ 
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Anvendang auf Kr. 2 in §.'42. 



80 dass also B etwa um 4*5'', A am 9'6'S c am den 20,000 Theil 
seiner Länge gefehlt seyn kann. 



§. 52. 

Anwendung aaf einzelne frülidr gelSste Aufgaben. 

In ganz ähnlicher Weise, wie wir im Vorstehenden die Fehler- 
gränzen för Resnitate erhalten haben, die vermittelst der Rechnung 
ans nicht ganz fehlerfreien Angaben bestimmt wurden, wird man in 
zusammengesetztem Fällen zu verfahren haben. la denjenigen 
Fällen» in welchen mittelst Dreiecken das Resultat gefonden wurde, 
wird es' ohnehin, gemäss §.50, leicht seyn, die äusserste Fehler- 
gränze desselben zu erhalten. Doch kann man die Rechnung auch 
ganz direkt aufnehmen, ohne sich auf die Resultate des §. 50 zu be- 
rufen , was in den meisten Fällen leichter zum Endergebniss fuhrt, 
wie wir nun an einigen der im sechsten Abschnitt behandelten Auf- 
gaben zeigen wollen, 

I. Nr. 2 in §. 42. Seyen Ja., Jh, Ja, Jß, Jy die Fehler in a, 

b, a, ßi Yl ^^y ^1 ^^^ ^"^ ^^'^ gesuchten Winkeln, endlich -i/CD der 
in CD, so hat man zunächst die Gleichungen: 

x-hy = y, a«na«w(i3 + y) =b«w/9«n(a-hx), (a) 

welche natürlich noch richtig sind, weivi man x-i-Jx, y-h^y, 
a 4- Ja,, .... für x, y, a, . . . setzt, so dass 

x-h//x-hy -hJj = y + ^y, (a + Ja,) {nna 
-hcosaarcJa) [«w(/9+y)4-{?ö*(/3 + y) 
(arc Jß ■+- arc Jy)'] =: (h -h Jb) (sinß 
4- C08 ß arc Jß) [sin (a + x) + cos (a -h x) 

. {arc Ja + arcJx)]. 

Multiplizirt man, vernachlässigt die Pro- 
dukte der kleinen Grössen Ja, arc Ja,,.,.,* 
und beachtet obige Gleichungen (a), so er- 
hält man hieraus : 




Auch hier wird man die Anmerkung zu %, 50 beachten , wonach immer 
^a Jh 
—-* T" » • • • zusammengehört. 
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N 

' //x-h^y = ^y, j3L8ina9in(ß 4- y) -I- a,co6aaroJasin{ß 4- y) 
-^SLsincc C08 (ß 4- y) {arc Jß-\-arc Jy)=Jb sinßsin^a-hx) 
-hhcosß arcJß 8in(a -f- x) 4- b einß cos (a -+■ x) (arcJa 

woraus Js. und Jj zu bestimmen sind. Da .die erste dieser Glei- 
chungen auch heisst: 

aftcJii'\-arcJ'j^=-aTcJy^ 

so geben dieselben: 

[a«inÄ(?ö«{j3+y) 4- bwn/?<?0Ä(a+x)]arc^x=-<!/aMwa«rt(/3-hy) 
-h OTC Ja [a COB a ein (/? 4- y) — b sinßcos (a 4- x)] 4- arcJß 
\_asinacos(ß 4- y) — b cos ß sin (a4-x)]— //b«n/J«n(a 4- x) 
-{- B>sina cos (ß 4- y) arc Jy , 

[a sin a cos (ß 4- y) + b sin ß cos (a 4- x)] arc Jy ^ — Jb. sin a " 
sin (ß -h y) + Jhsinß sin (a 4- x) 4- arc Ja [hsinßco8{a+z) 
— a cos a sin (ß 4- y)] 4- arc Jß [b cos ß sin (« -I- x) — 
a sin a cos (ß 4- y)] 4- b sin ß cos (a 4- x) arc Jy. 

Nun folgt aber aus (a) : 

^sina cos(ß ■+■ y) -h h sin ß cos (a + x) = a a2w « (?o* (|S 4- y) 

B,sinasin(ß -+- y)cos(a 4- x) 
^ «m(a4-x) 

. cös(ß-^y)sin(a ■+- x)+sin{ß 4- y)cos (a ■+■ x) 

= a«na ^^- r^ r-7 — ; — ; 

stn{a--\-x) 

♦ _ ^sinasin(a-{-ß ■+■ x4-y) _ a.sinasin(a 4- /^ 4- y) 
~ sinia-^x) ^ 5iw(a4-x) 

9.sinacos(ß'+-y) -~ h cos ß sin (a -\' x) = SLsinacos(ß -hy) 

a,sinasin(ß -\-y)cosß _ SLsi na[cos (ß+y) sinß—sin (ß+y) cosß] 
sinß "" sinß 

_ — a.sinasiny 
smß 

'SiCosasin(ß + y) — hsinßcos(a ■+■ x) ==SkC08asin(ß ■+- y) 
sisinasin (ß -hy) cos (« 4- x) __ SLsinjß 4- y)sinx ^ 
«m(a4-x) "" «m(«4-x) 

also bat man n^ch einigen sehr leichten Umformungen : 

12* 



(b) 
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_-i/a sin (ß-hy) sin (a -hx) Jh sin(a-\'X)sin(ß'hy) ^ 
"" a * sin(a-hß-h^) b sinia-hß-i-y) 

sinxsin(ß-hy) ' .^ sinysin(a-hx) 

-f- arc Ja . -; . . , ^ . \ — arcJß. . ^ . . . p . ^ 

gm(«+x)cQj>(ff4-y) 
-harcJy. r-7 — , ^ , x » 

_ ^/a gzn(g4-x)gm(/g+y) //b g^n(Qg-^x)g^w(|g+y) j 

sinxsin(ß+y) .^ sinysin(a-^rx) 

sinastn{a-\'ß-hy) stnßsin{a'^-p-\'y) 

, cosia-hxysiniß-^y) 
sin (a -+- p + y) 

Die Linie CD = z wird aus der Gleichung 

z«w(« 4- x) = awrj« 
bestimmt, aus der wie so eben folgt: 

Jzsinia-h jO 4- z(?o«(« + x) iarc/:la •+• arcJx) = Ja,sina -h 

a,cosaarcJa, 

Setzt man hier den Werth von arcJx ans (b), so ergibt sicli: 

j __ '^a / di,sina z cotg (« + x) sin (ß ■+■ y) sin (« + x) \ 

a V sin (a -h x) sinQa-h ß -hy) J 

Jh cotg (a -f- x) sin (« + x) ««w (^ -h y) 
b «w (a + 13 + y) 

^ f —^cosa , , ^ z<?ö^fl'(a-t-x)*ewxj«n(i9-fy)\ 

V«ew(a4-x) «2naMw(a4-p + y) J 

,- z<?o<|flr(a + x)«wy«w(a-l-x) 



— areJy 



sinßsin (.a-h ß-hy) 

zcotg{a + x)^n(g + x) cos(ß-h y) 
«2W (a + j8 -H y) 



• • a z 

Setzt man SLsina = zsinia'h x), oder . . r- = -; — , so 

stn(,a + x) sina 

hat man hieraus 

^_^ ^, (?og(cg4-x)g^n(/y-hy) >^ ^b cosia-^x) siniß-hy) 



£Z _ £a /^ {?og(cg4•x)g^n(/y-^y) ^ 
z "^ a V «n(a-hÄ-hy) ) 



«n(a-h/J-hy) 7 b «n(a-H j3-f-y) 



y \ 



Anwenchmg aof Nr. 5 in S- 42. 
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— arcJ?^ [cotg (« -h x) H ^ r-, — . ^ . ^ ^ — cotg a\ 



a/rcJß 



cos(a-\'X)stny 



— arcJy 



casja -h x) cos (ß -h y) 



sinßsinia-hß-hy) ' sinCa + ß-j-y) 

welche Gleichung nach einigen leichten Umformungen auf die Form : 

Jz Ja, 8inia-i-x)€08iß + y) Jh cosC^a-hx) 8m(ß'{-y) 
z a * sinia-hß-^y) b ein(^a -h ß -h y) 



+ arcJa . 



8inxcos(ß-\-y) 
sinasinia -^ jS + y) 



+ aroJß 



sinycos^a-i-x) 
sinßain (er + j8 + y) 



— arcJy . ^ , ^ , ^ ^ (c) 







gebracht wird. Die Formeln (b) und (c) zeigen, dass man sich 
hüten müsse «nCa + jS+y) klein, also «H-jS-Ky nahe an 180^ 
oder 360° zu wählen. Am "besten wird man a + /S + y nahe an 270 
wählen, und zwar, wenn thunlich, a, ß^ y, jeden nahe an 90 ^ 

n. Nr. 5 in §.42. Nehmen wir an; a, b, C seyen fehlerlos, 
so hat man : 

Fig. 51. 




b 9in n sin x = a «en m siny^ x + y = /J — (m + n), 

wo ß entweder = 360® — C oder = C ist. Hieraus folgt in obiger 
Weise: 

h cos n sinx arc Jn -i- h sinn cos x arc Jx = s^cos msiny arc Jm 

-h SksinmcosyarcJy^ 

arc Jx + arc Jy = — arc Jm — arc Jn^ 

aus welchen Gleichungen arc Jx^ arc Jy^ oder Jx, Jy zu bestimmen 

., 180.60.60 



sind. (Denkt man sich beide Gleichungen mit 



n 



multi- 
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... . 180.60.60 . . , . 

plizirt) so 18t a/rc Jn = Jn u. s. w. , so dass man m 

beiden Gleichungen auch Jm^ Jn, Jxy Jy für arcJm, .... setzen 
könnte; doch wird es weg^n des Nachfolgenden bequemer seyn, 
obig^ Form beizubehalten). Man zieht daraus : 

(h8inrico8X-h^sinmco8y)ar€Jx=(a,co8m8inY--3ksinm€08j) 
arcJm — (bco8n8inx ■+- B,8inmco8y)ar€Jnf 

(b8innco8x-^a,8inmco8y)arcJy==—(h8innco8X'^siC08m8iny) 

arcJm + (b C08 n «fnx — b 8in n €08x) arcJn^ 

d.h. 

SL8inm8in(x+y) . . / \ j a,8tnm8in(y-hn) 

: —arcJx=3L8in (y— m ) arcJm : — — -arcJn. 

8inx 8znu 

a«nm«n(x-hy) . 8iny8in(m-hx) 

arcJy= —a. : arcJm 



d.h. 



8inx 8inx 

4-b«w(x — n)arc^/o, 



. 82nx8tn(y-'m) ^ 8tnx8zn (y-hn) 

arcJx =.-: . ; . — ( arcJm -. 7-— -■ arcJn, 

8inm8in{x-+-y) 8tnn8in(X'hy) 

,. siny 8in(m + x) . 8iny8in (x — n) 

arcJy= r-^ — t-t — ; — T<wcJm-\' . . ) {a/rcJu. 

8inm 8in{x 4- y) 8tnn sin (x -I- y) 

Sey nunmehr 

CD = u, AD=:v, DB = w, 
so hat man: 

u^nm = b^nx, v«nm = b«n(m-f'x), w«wn = awi(n-f y). 
Hieraus folgt unmittelbar: 

Jasinm 4- ncosmarcJm = bcosxärcJx^ Jvsinm -f- vcosmarcJm 
= b C08 (m -f- x) (a/rc Jm 4- arc Jx) , Jw 8in n 4- w co8 n a/rc Jn 
= aco«(n 4- y) (arcJn 4- arcJy) , 

also wenn man die Werthe von arcJx^ arcJy benützt: 

. , .\)C08X8inx8in(y^m) . 

2fu«2nm=:( : 7—p — ; \xco8m)a/rcJm. 

«nm«n(x4-y 

h8inxco8X8in{y -^n) 
8invL8in{x-^y) 

oder da birtnx = u«inm: 
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' . Jn ,€09Z8m(y — m) . 

einm — = ( . - j . — r cosmyarcJiTL 

«nin<?o«x«m(y -f-n) . 
. — — ^^ — arcJn , 

Ja <?o^y«n(x + m) , cosxsin(y -i-n) . 

— ' = : r-7 — ; — c OßTC am : r—, — ; — r O/teJVL. 

u Ä2nm^w(x + yJ «ennMw(x4-y) 

As9in\& = (K/rcJm [b {?m (m 4- x) — v cosm 

bc{w(m4-x)«rjx«n(y— mV bcö«Cm-+-x)Äewx«'w(y+D) . 
«nm«w(x4- y) «n n «n (x -f- y) 

, , \8inm 

oder da b : 



sin (m -h x) ' 



-^v . ^ /«»inöo^(m4-x) 

— *e/im = arcJm 1 r-7 c — 

V V «n(m-hx) 

€os(m'hx)sinx8tn(y — m) 



— cosm + 



«^»(m -4- x) «wi (x 4- y) 
9fnm c(?« (m -4- x)«nx«m(y + n) 



) 



8tnn8in{m 4- x) 8in{x + y) 

^v co»(m—y)8inx . co8(m'^x)8in(y'i-v)smx . 

V «2n(x+y)^nm «^n(m+x)«^w(x+y)^wn 

a,co8(n 4- y)««y*en(m •+• x) 



Jwsinn = — a/rcJm . 



»£wm«ew(x + y) 



. r /^ , ^ . aca*(o-l-y)wny«n(x — ii)t 

^ ^ ainiisinix-hy) 

- - w sin n 

oder oa a = -T 



5«w(n-4-y)' 



-ij/w . . «nD««(m4-x)öö«(n-f-y)«ny 

— sinn = — arcJm. : r-7 — ; — ^ , . — i — :; — 

w stnmsin (x 4- y)«w(n + y) 

j /^sinncos (n-^y) cosCu •+• y^sinysinix — n)\ 

-hcytcJni — r-7 — ; — r cosvlA . . . — r-T-7 — ; — r— j , 

V «»(n-f-y) Mn(n-hy)«m(x-i-y) y 

^w wn(m4-x)«wyeo«(n-4-y) . 
— = :- -^ ~ aro Jm 

w sinm «w(n 4- y)^'n (x + y) 

cosiTL — x)8iny 



«n(x + y)^mn 



ar(7^/n. 



1S4 Anwendung auf Nr. 2 in §. 43. 

Aus den Ausdrücken für Jx. Jy, — , — =- , — (wozu die 

•^ V VW 

drei ersteh genügen) schliesst man nun, dass man m und n nicht 
gar zu klein nehmen darf für den Fall der ersten oder zweiten 
Figur, und nicht zu nahe an 180^ für den der dritten, da sonst 
siniüy sinn zu klein ausfallen; sodann darf nicht x + y für die erste 
Figur nahe an 180" seyn, da sonst «in (x 4- y) nahe an wäre; 
wäre aber x + y = 180°, so läge D in dem umfang des um ABC 
beschriebenen Kreises, dem man also nicht zu nahe kommen darf. 
Für die zweite Figur darf nicht x + y nahe an 0> d. h. nicht m + n 
nahe an C seyn, da hier übrigens x und y immer ziemlich klein seyn 
werden, wenn G es ist, so wird man nur dann diesen Fall vortheil- 
haft anwenden , wenn G bedeutend stumpf ist , und allerdings am 
besten, wenn G — (m + n)=90^ da dann «m(x + y) = I, »also 
seinen grössten Werth erlangt. Im dritten Falle wird immer 
m + n>180^ also x + y nicht nahe an 180° seyn, es müsste denn 
G sehr klein, und D nahe an AB seyn, was man vermeiden wird. * 
Die so eben angegebenen Regeln sind, wie das behandelte Problem' 
selbst, für die Praxis sehr wichtig. 

III. Nr. 2 in §. 43. Ist GD = x, so hat man 
xc08y8in(a — ß) =^Sk8ina8inßf 
woraus folgt : ** 



* Aehnliche Kegeln, wie die so eben aufgestellten, hat man aus der Betrach- 
tung des so genannten Fehlerdreiecks abgeleitet. Die von uns gegebene Ableitung 
ist jedoch allgemeiner und leichter zu überschauen. 

** £s ist nicht schwer, allgemeine Begeln aufzustellen, nach denen diese 
Bildungsweise voUzogen wird. Hat man nämlich das Produkt z eos y sin (a — ß), 
so ist zu setzen für z:z+2ix, {iXicosy'.eosy—sinyareJy, für «»n(a— /?):*in(a— /9) 
+ eos (a — ß) (are Aa — art Aß) ; thut man dies und vernachlässigt die Produkte 
der Fehler, so erhält man 
neosysvaia, — ß) -\- Ax cos y sin (a — ß) — xsinys%n{a — ß) are Ay-^ x eos y 

' eös (a — ß) {are Aa — are Aß) , 
und die auf x cos sin (a — ß) folgende Grösse ist die A e n d e r u n g von x cos y sin {« — ß) 
während Ax, — sin y are Ay, cos (a — ß) (are Aa — are Aß) die Aenderungen von x, 
eosy^ sin{a — ß) sind. Dies beachtet, erhält man für die Bildung der Aenderung 
eines Produkts folgende Regel: 

Man multiplizire die Aenderung jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte 
aller Übrigen Faktoren, und die so erhaltenen Grössen summire man sodann. 
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Jxcosysin (a — ß) — 7[8iny8m{a — ß) arcJy ' ■"*»• ^*- " 

-f- X cosycos (a — ß) (arcJa •— arcJß) 

=^ JdkSinasinß-h a,C08a8inßarcJa-h 

SksinacosßarcJßy 
also 

Jxcosysin^a—ß) =^ J2l sin dein ß -^arc JaY, 

{sLCOsasinß — xcosy C08(a — j3)] 

-f- arcJß [ßLsinacoaß 4- xcosycos(a -— /?)] + xsinysin(a— ß) arcJy 

, . _.^a , . JLCoaysinCa — ß)co8a 
=^xco8y8zn{a — ß) 1- arcJa [- ^ — 




8ina 



arc 



Jx 



— X C08 y C08 (a — '/?)] 

, . pX C08Y8in (a — ß) C08ß . ^. ., 

"^^^ Hnß --^^coaycoaia^ßy] 

+ xainysin (a — /?) arc ^/y , 
8inß 



J2, 

= — arc Ja. -T- . , ^v 

X a 8in a 8tn (a — ß) 



8%na 



8inß8m{a — ß) 

••\-arcJytgy, 

Es soll also a—ß nicht zu klein seyn, was darauf zurückkommt, 

a nicht zu klein zu wählen ; da arc Jy wohl grösser als a/rc Ja^ a/rcJß 

seyn wird, y aber klein, also tgy ebenfalls klein ist, so wird selbst 

ein beträchtlicher Fehler in / keinen allzu grossen Einfluss ausüben« 

SiYhCC 8ZTI S 

Da immer a>ft also —r-^ > 1 , —, — < 1 , so wird man namentlich 

8inß 8ina 

den Winkel /9 mit grosser Genauigkeit zu messen haben; das Haupt- 
gewicht jedoch wird im Allgemeinen auf die genaue Messung von a 
zu legen seyn. 

IV. Nr. 3 in §. 43. Ist wieder AB =x, » 
so hat man 
X8in(yi-ö)co8ßco8ß^= SkCoaaaindX 

sin(ß-ß'), 
woraus folgt: 

Jx sin (y -h d) coa ß cos ß* 
X cos (y -h d) cos ß cos ß' (arcJy 
arcJd) — xsin(y + d)8mßco8ß^ ^ 
a/rcJß — xsin (y 4- K) cosßsinß' 
aroJß^ = 
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Ja. €08 a sind sin (ß — ß^) — - s^sina eind sin(ß — ß*) are Ja -¥ 

Sicosa sind cos (ß — ß*) (arc Jß — arc Jß*) H- a <;(?« a cosö 

sin {ß—ß') are Jö^ Jn sin (y -+- ä) eos ß cosß' = Ja. . cos a sin ö 

sin (ß — /9') — arc Ja a sin a sin d sin (ß — ß*) 4- arc Jß 

[? sin (y + ö) sin ß cos jS' 4- a cos aßin ö cos (ß — ß')^ 

4- a/rcjß' \xsin{y 4- 5) cosß sinß' — a(?OÄa «wo cos{ß — /?')] 
— arcJy . x cö« (y 4- d) cosß cosß' 

4- aröi^itf [a(?ö«a{?ö5d 8in(ß — j?') — xcö«(y 4- d) cosß cö^/?'], 

woraus, da 

xsiniy-hö) cosß cosß* 

COS a sin Ö sin {ß — ß') 

ist, leicht folgt; 

_.^_^arcJatga^arcJß^^^^^^^^_^,^ 

coa S San y 

—a/rcjß* ^. . ,^ ^,. —wrcJycotg (y-^d)-har€Jd— J. i — it. 

^ €osß*sin{ß-ß') 1 y\f ^ stnöstniy-^S) 

Also soll, wenn ß und ß' nioht äusserst scharf gemessen sind, 
ß-^ß^ nicht zu klein werden, da sonst der Nenner sin(ß — ß*) nahe 
an kömmt; da a, aliso auch tffa klein ist, so wird ein Fehler in 
a keinen gar grossen Einfluss ausüben; die Summe y-hö soll nicht 

nahe an 180® gehen, da sonst C0tg(y+d) und -7-7 r^ sehr gross 

stn{y + d) 

würden. Alles kömmt also darauf zurück, die Standlinie CD nicht 

gar zu weit von AB und auch nicht gar zu klein zu wählen, da sonst 

y\-d nahe an 180® und ß.— ß* nahe an käme. 

Für /?' = hat man : 
Jx Ja. , ^ , 2arcJß ^ . ^ ^\ arcJösiny 

ist auch zugleich noch a = 0: 

Jx Ja, 2arcJß > . / .x . arcJösiny 

— = f- . o^ arc Jy cotff (y -+■ d) -\- . ^ . ^ , ^» 

X - a stn2ß / ^7 v# / sinösin^y-hd) 

V. Als weiteres Beispiel wollen wir das in §. 46^ III berech- 
nete wählen. Man hat dort» wenn man statt der abg^ürzten 
Formel {37^ ^^^ genauere (37) beachtet: 
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. . scoslz-\ — Cj 

®""^«n(y-hd)' ^-7^' ''"' ^«[z + Ck-l)C] 

sg2n[|g -kC + ^C] 180.60.60 

"" (?öä[|J— kC + CJ '^^ ff 

d. h. 

Hieraas folgt: 

JssinCy 4- d) + sco8(y + ^) CarcJy + arcJS) = Jsisind 

-hSLCosdarcJö^ arcJC = — , ar(?C = — , 

r r 

^xcö«(iS— kC + C) — xsin(ß — kC + C) (arcJß — karcJC. 

■— arc CJk-{- arc JC) 

= ^8«w(i3— kC-H iO-l-sco^OS— kC 4- iO (orc^jS— karc^C 

— ort? C-^k + J arc ^C) , 
wovon die letzte Gleichung auch heisst: 

Jzeos (ß-kC-hC) =arcJß[xsin(ß-kC-hC)+scos(ß'- kC -4-^0)] 

TS 8 

- Jk l—einiß -kC + C) + —oosiß-kC + JC)] 



ks 
r 

s , . . _ . „, kx 



+ //b [«n (jS - kC + 1 C) - — cos (^ - kC + i C) + 



J-co»(i3-kC + JC) «nCS-kC+C) + -«nO-kC+C)], 

worin aber 

x«nOS— kC + C) + sco«05 — kC+4C) 

_ coa^C X ir_i 

~''«nOS-^kC + iC)~«n(|3-kC + iC)' '^ß'«' ''«'«^C- 1; 

"«n (jJ — kC + C) + — c«wOS-kC+ JC) = - [x«i«(/S-kC+ C) 
+ 8<«w(|S-kC + JC)]= ^'^ 



r«nX/S-kC + JC)' 
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V 

Feiner ist 
J^ sin (y -f ^) = ^a dn ö — ar4) Jy . s cos (y -f Ä) -f arc Jd [a cos d 

sinv 
' =■ J^sind — arcJy . s coe (y 4- ö) -f cmtcJö.b . -r-z i 

woraus 

— = arcJycotg (y + ö) + arcJö-r-j-r-p — —77 • 

s a . stnösmiy^o) 

Setzt man dies in den Werth von Jx cps (j5 — kC 4- C), so er- 
hsAt man : 

j ,/. 1 /^ r-iN arcJßx Jk.xs 
Jxcos(ß'^kC-\'C)= -r-To iri . im ^"7:5 \n , ^n^ 



-4- 



(^a V . ^ ^x ^* **wy \ 
wrcJy cotg (y + d) -f- arcM . ^ ' . ' ^ ) 
a f ä7 V* MW ^ «2n (y -♦- Ä) y 



s^ _ . ^ ._. . -V xs 



[ß«n(i8-kC-4-iC)-(k-J)— ^ö«(i8-kC4-iC)-(k-l)^ 

«n(i3-kC-l-C)]; 



d.h. 

Jx arcJß 



' + 



X «nCiJ — kC4-^C)öOÄ(i5-kC + C) 

-^k.s 

'^ xsin{ß'-\iC + \C)co8{ß-' kC + CJ 

/^a ^ , ^ ^ «/wv \ 

I _^ _ arcJycotgiy 4- Ä) + «tc^Ö-t-^-t-t^— — - ) 

[l-(k-i)J(?ö<(7(|J-kC4-iC)-(k-l)-<y(/}-kC + C)]. 

r r 

S«tzt man hier n&bernngsveise 
«m (/J - kC + i C) CO« OS - kC + C) = «n OS - kC) CO« (/S - kC) 

= |«fnC2iS-2kC), - = 0, 

»r 

so erhält man 

Jx 2a/rcJß Ja, . . , . . «ny 

welche Formel ganz der letzten in IV. entspricht, und nach welcher 
wir rechnen wollen. 
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Sey zu dem Ende Jß = 20", — =000009, J9=l",Jr=^", 

jJ-kC = ri7'42^ 2i5-~2kC = 2«35'24", y = 56«33'19", 
d = 122'»32' 15", 7 + « = 178^6' 34". 

Zo^2=0-30103 logarc 1"=4'68567 

log arc 20"= 5-98660 log cotg (y 4- Ä) ~1'47756(-) 

EZojy^w(2i3~2kC) =l'34597 * 016313-4 

0-63360-3 

«iW(2/5-2kC) 

Zö^ar(jl" = 4-68557 

Zo^«my = 9-91627 

E%«na = 007414 

E log sin (/ 4- d) = 1 47780 

0-16378-4 



also 



a/rcJdmiy 
8indMn(y-\-d) 



0*0001425 



Jx 



d. b. 



= 00043013 + 00000900 H- 0-0001456 H- 0*0001425 

= 0:0046794, 

. Jx = 00046794 . x = 00046794 . 1651-47 = 7*71 , 
so dass also x höchstens um 8 Fass gefehlt ist. 

Wir haben in den vorstehenden Beispielen meist den direkten 
Weg der Berechnung der Fehler eingeschlagen, ohne uns an die 
Formeln des §. 50 zu halten. Es versteht sich ganz von selbst^, 
dass wenn nach den Vorschriften des §.50 verfahren wird, man 
ganz zu denselben Resultaten gelangen mass. 
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Achter Abschnitt. 

» 

Vom Interpolireii. Bentttzung zehnstelliger 

Logarithmentafeln. 

§. 53. 

Anfstellang der Interpolationsformel. 

Wir haben in nnsern seitherigen Rechnungen nie mehr als 
siebenstellige Logarithmentafeln vorausgesetzt, da dieselben wohl 
für die meisten Zwecke unbedingt genügen. Bei manchen sehr ge- 
nauen Rechnungen jedoch bedarf es mehrstelliger Tafeln, namentlich 
der zehnstelligen, wie sie z. B. der „Thesaurus Logarithmorum 
completus" vonVega (auch mit dem deutschen Titel: Vollständige 
Sammlung grösserer logarithmisch^trigonometrischer Tafeln. Leip- 
zig, 1794) enthält. Wir wollen desswegen hier zum Schlüsse den 
Gebrauch solcher Tafeln kurz erörtern, müssen aber vorher die für 
die Praxis äusserst wichtige Interpolationsmethode aus einander 
setzen. Wir greifen dadurch allerdings in das Gebiet der Analysis 
über; bei dem fortwährenden Gebrauch der Interpolationen in der 
Trigonometrie wird man jedoch diese Abschweifung nicht ganz un- 
'gerechtfertjgt finden. 

I. Wir wollen uns denken, y sey eine Grösse, deren Wertb be- 
dingt ist durch den Werth einer andern Grösse x, welch letztere 
willkürliche Werthe annehmen kann (sey z. B. y = Ä2nx, log cos x 
u. s. w.); wollen ferner annehmen, man wisse ^ dass wenn x die 
Werthe x^ , x, , x, , . . . . habe, dann y die Werthe y^ , y,, y,, .... 
annehme, wo also x^, x,, Xj , . . . . , eben so wie y^, yj, y, be- 
kannte Zahlen sind, und man wünscht nun durch ein einfaches, 
möglichst genaues Verfahren denjenigen Werth von y zu erfahren, 
der einem zwischen x, , Xj, ... liegenden Werthe von x zugehört. 
Wählen wir ein Beispiel, so hat man, wenn y = Zo^«mx, f?ir 

x = 16°20' 0":y = 9-4490640, 

x = 16*^20'10":y = 9-4491258r 
• x= 16*^20' 20":y = 9-4491977, 
x=l6®20'30'';y = 9-4492695, 
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imd man will nun etwa y für x=: 16* 20' 3'^ hieraus ermitteln. Wir 
haben das einschlägliche Verfahren bereits in §. 18 angegeben, 
wollen aber hier näher auf die Sache eingehen. 

Wäre y eine solche Grösse ausgedrückt durch x (d. h. eine 
solche Funktion von x), dass ihr Werth sich leicht berechnen 
Hesse, x mag seyn, was es will, so wäre die Aufgabe natürlich bald 
erledigt, indem man eben durch unmittelbare Rechnung den be- 
treffenden Werth von y suchen würde, wobei man sich also keines- 
wegs um die bekannten Werthe zu kümmern hätte. Dies ist abier 
natürlich nicht der Fall, wenn das Interpolationsverfahren ange- 
wendet werden muss, da man dasselbe Ja gerade desshalb nöthig 
hat, weil eine leichte und bequeme Berechnung von y niqjit anders 
gefunden werden kann. Unmittelbare und meistens leichte Berech- 
nung lassen aber nur Grössen (Funktionen) von der Form 

a-f-bx-j-cx'4-dx^ + .... (a) 

zu, in denen a, b, c, d, .... bekannte Zahlen bedeuten, da die ein- 
zelnen Potenzen durch Multiplikationen immer leicht zu erhalten 
sind. Man wird sich also die Frage stellen: Kann man nicht etway 
unter die Form (a) bringen, d. h. als eine Funktion von x betrach- 
ten, die nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitet? 

II. besetzt 9 die Grössen x^, Xj, ..., x^ seyen etwa steigend 
geordnet, d. h. Xj >X4 , Xj >X2 , . . . . , und es sey die Grösse 

e = a + bx-f-cx' + dx^-h (b) 

so beschaffen, dass wenn man in ihr x=^x^ setzt, fär z der Werth y^ 
erhalten wird; eben so wenn man x^Xj setzt, man lz = y2 erhält, 

, und endlich wenn man x = x» setzt, z = y„ gefunden ^rd: 

so wird man wohl annehmen dürfen, obige Grösse stelle die Werthe 
von y auch dar für Werthe von x, die zwischen x^, x,, . . . liegen. 
Weiss man von y weiter Nichts, als dass die«e Grösse die Wcirthe y^ , 
. . ., yn für X =z: X| , . . . , x„ hat, so wird man diese Annakine sicher 
gelten lassen; kennt man dagegen im Allgemeinen y, wie dies bei 
uns der Fall ist, wo etwa y=^logHnx u, s. Wk, so wird man jene 
Annatune unter der -Einschränkung gellen las&en, dass y innerhalb 
der Werthe x^ , . . . , x„ von x stetig verlaufe, d. h. sich nur um 
•Weniges ändert) wenn auch x sich wenig äadett; so wie dass die 
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Grossen z^, . . . . x. nahe genug an einander gewählt werden, damit 
die Grössen y^ , . . . , x« nicht bedeutend von einander abweichen. 

Man kann sich dies anch dorch ein geometrisches Bild erlän- 
tem« Bezeichnen x die Abszissen , y die (rpchtwinkligen) Ordi- 
naten, so geben die zn einander gehörigen Werthe x^ und y^ , . . . , 
X. nnd y. eine Reihe von nPanktenA^, ..., A. der Ebene an, 
dorch welche diejenige Kurve hindurchgeht, die durch die Gleichung 
y = f (x) [also in unserm Falle y = loffsinx xl s. w. j dargestellt ist. 
Die ^urve, welche durch die Gleichung (b) dargestellt ist, wenn 
dort z die Ordinate bedeutet, geht aber durch dieselben Punkte A|, 
..., A«; woraus dann leicht zu schliessen ist^ dass wenn A^, ..., A» 
nahe genug an einander liegen, man näherungsweise annehmen dürfe, 
dass für Zwischenwerthe der Abszisse x die beiden Kurven auch 
denselben Werth der Ordinate liefern werden. 

Wir werden also voraussetzen, die Funktion y von x 
sey für Werthe, die zwischen x^, x,, ..., x. liegen, dar- 
stellbar unter der Form 

y = aH-bxH-cx* + dx'-h (c) 

Wir bemerken hiezu noch, dass die höhere Mathematik, bei 
Gelegenheit der Sätze von Taylor und Maclaurin, zeigt, dass diese 
Voraussetzung nicht ungegründet ist, und femer, dass wir über die 
Anzahl der Glieder in der Formel (c) uns im Augenblick nicht 
aussprechen. 

m. Es ist nun höchst einfach, die Werthe der Grössen a, b, c, 
... zu ermitteln. Nach den gestellten Bedingungen muss 

yi =a + bxj +cx4' + dxt '-h..., 

y2 =a-l-bx2 -l-cxj^ + dx, '4-..., . 

... f 

yn = a-|-bx„-f- cx„* + dx„^+ ..., 

seyn. Daraus folgt aber zunächst, dass die Anzahl der Glieder in 
(c) mindesteps = n seyn müsse. Ist diese Zahl genau gleich n, so 
geben die n Gleichungen (d) im Allgemeinen die Werthe von a, b, 
c, d, . . . ; ist die Zahl grösser als n, so bleibt eine Anzahl dieser 
Grössen ganz willkürlich. Immerhin also kann man, wenn die 
Anzahl der Glieder in (c) gleich oder grösser als n ist, jene Formel 
so einrichten, dass sie den gestellten Bedingungen genügt Auf die 
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wirkliche Bestimmnng wollen wir uns hier nicht einlassen, sondern 
zu dem besondern Falle übergehen, da die Grössen x^ , . . . , x^ alle 
gleich weit von einander abstehen, so dass x, — x^ =x, —x, =»4 

— X, = .... = x« — x,_i. Heisst diese sich gleich bleibende Diffe- 
renz h, so hat man also für x die Werthe: 

X4,Xt4-h, X4-+-2h, , Xj+(n--l)h, (e) 

während y die Werthe 

71*72» 7s. •.,•7» (eO 

zugehören. Bilden wir nun die Differenzen y, — y^, yi — yj, , 

yn — yn-i9 so sollen diese die ersten Differenzen der Reihe (eO 
heissen, und durch 

^7i . ^2 1 ^7s > • • • M ^7n-.i (e' 

bezeichnet werden, wo also -^/y, =y2 — y^, J"]^ =y, — y^, ....t 
^y«_i = yn — yn-i ist. Eben so sollen die Unterschiede ^, — ^y^, 
J^i — ^y, , . . . . , ^y„_i •— ^yn-2 durch v 

^*7i . -^'72 > • • • • I ^Vn-» (es) 

bezeichnet werden, und die zweiten Differenzen der Reihe (eO 

heissen. Die Grössen ^Vi "^ 4^1y. > -^^7$ "" ^*72 » • • • • > ^V«-« 

— -^'711-8 sollen durch 

^'7i . ^^2 »••••> ^'7n-^ (64) 

bezeichnet werden, und die dritten Differenzen der Reihe (eO 
heissen u* s. w. 

Ist nun y als Funktion von x durch die Formel (c) gegeben, 
und hat diese genau nGlieder, d. h. ist 

y = a + bx -+- ex * -4- . . . . 4- kx"""\ (c') 

so sind nothwendig die n^° Differenzen der Reihe (eO gleich Null. 
Wir wollen den Nachweis dieser Behauptung nur fär den Fall 
fähren, dass n=4 ist; man kann daraus dann schon ersehen, dass 
dieselbe allgemein gilt Ohnehin ist es für uns hinreichend , den 
Satz fftr dieisen Fall als richtig zu erkennen. * Sey also 

y = a-hbx-i-cx*-l-dx', 

* Einen aUgemeinen Beweis liefert die Differensenrechnung. (Siehe etva 
meine nOnmdzüge der algebraischen Analysis** S. 83). Dabei bemerken wir» dass 
die n***' Differenzen nicht Nail sind, wenn (c) mehr als n Glieder hat . 

Dien^er, Trigonometrie. 1'3 
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soliait 



y, = a+b(x, H-h) + c(x, +b)*+d(x, +b)»=a+bh+cli' 
+ db*+Xt(b-f-2cb+3db*)+x,'(c + 3db) + ii*d. 

y, =a + b(x.+2h) + c(x.+2h)» + d(x,+2h)» = a + b.2h 

+ c.4b* + d.8b*H-Xj(b+2e.2b+3d.4h*) + Xj*(c 

+3d.2b)+Xt*d, 
y,=a + b(x»+3b) + c(x,+3b)* + d(i,+3b)' = a+b.3h 

+ c.9b*+d.27b»+x,(b4-2c.3hH-3d.9b*) + x,*(c 

+3d.3b)+x,M, .... 

Hieiaiu folgt: 
Jjt =bb + ch*+db*+x,(2cb+3db*)+x,*(3db). 



^Vi = 2cli'-h6dh*H-Xt(3d.2h»), J\ = 6dh\ ^*yt = 0, 

^'y, = 2ch'-*-12db»-*-Xi(3d.2h»), ^'y,=6dh», ^*y, = 0, 

^'ys=2ch*-hl8dh*-4-X4(3d.2h*), ^»y,=6dh', ^S^, = 0, 
^*y4=2ch* + 24dh«-hxt(3d.2h'), 

IV. Sind nun die vierten Differenzen der Grössen (eO 
d.h. der Grössen y^, ...»y.» gleich Null, so wird hieraus 
auch anmittelbar folgen, dass in der Formel (cO vier 
Glieder vorzukommen haben, und dass also, nach dem 
FrQhern, die Funktion y, welche sie sonst auch sey, inner- 
halb der Werthe x^, x,, ... durch die Gleichung 

y = a-hbx-hcx' + dx' (0 

bestimmt sey. In den meisten Fällen, in denen das Inteipo- 
lationsverfahren angewendet wird, darf man aber die hier gemachte 
Voraussetzung hinsichtlich der vierten Differenzen zulassen, und 
wir wollen nun, unter dieser Annahme, a, b, c, d zu bestimmen 
suchen. Da aber das Resultat in der Form (0 ^r unsere Rechnung 
nicht ganz bequem ist, wollen wir setzen: 

y = A+B(x-X4)-+-C(x-Xi)(x-Xi— h)-l-D(x-x,),X 

(x — Xj — h) (x — X| —2h). 
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Alsdann hat man : * 

x = Xj -f h:y, = A + Bh, 

x = x, +2h:y, =A-h2Bh^-2Ch^ 

x = x^-h3h:y4=A + 3Bh-}-6Cb' + 6Dh». 

Hieraus: 

-^y,=:Bh,^y, = Bh^-2Ch^^y,=Bh4-4Ch'-4-6Dh^ 
J^j^z=z2Ch\ ^'y, = 2Ch''l-6Dh«, 
^/>y, = 6Dh», 
d. h. man hat anmittelbar : 

h '^^ 2h» •^"" 6h 
folglich 



A = y<.B = ^,C=:^,D= 



9 > 



y=yi+ 



X— X. . (x — act) (t — Xi — h) ^, 



^^yi-+ 



«> ui 



2h 



^'y. 



^ (x-x,)(x-x,-y(x-.,-.2h) ^,y^^ (g) 

ans welcher Formel nan, unter obigen Yoraassetznngen , f&r einen 

Werth von x der zugehörige Werth von y berechnet werden kann. 

Der Werth von x soll aber nicht unter x^ und nicht über x^ +3h 

liegen; in der Regel wird er zwischen x^ und x^ + h liegen; dann 

wird 

(x — X|) (x — x^ — h) (x — Xj— 2h) 



6h 



<1, 



also dann das letzte Glied in (g) schon meistens we^'*:.!Ien. 

Man übersieht leicht, in welcher Weise man verfahren müsse, 
wenn die Formel (g) mehr Glieder enthalten sollte , und dass das 
nächste 

(x — x.) (x — Xi — h) (x -x. —2h) (x — X. —3h) ,. 

J*Y^ u. 8. w. 



24h* 



wäre. 



Y. Sind die vierten Differenzen nun auch nicht absolut Null, 
sondern nur sehr klein, so werden wir immerhin die Formel (g) 



* Vier Werthe tod z und die zngeliSrigen Ton y genügen zur Bestimmong 
▼on y. Etwa weiter gegebene zusammengehörige Werthe Ton z nnd y müssen der 
gefbndeneta Formel (g) genügen. 

18 • 
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zur ErmittloDg der Werthe von y, die zu Werthen von x zwischen 
^1» ^i+Ii» gehören, benützen können, wie sich dies aus dem Frühem 
unmittelbar ergibt. Dabei ist freilich nothwendig , dass x nicht zu 
weit von x^ abliege, da sonst die Koeffizienten der Grössen ^ji, 
J^^t 9 ^^Ji gfoss werden, und auch das weggelassene Glied 
(x— -x^) (x — X| — h) (x~Xi —2h) (x — x^ —3h) ^ 

' 24h* '■ y*' 

trotz des sehr kleinen J^y^^ , einen bedeutenden Werth annehmen 
könnte. Daher rührt es, dass man in der Begel x zwischen x^ und 
X| + h einschränkt. Alsdann ist freilich 

(x — X|) (x — X| — h) (x— x^ —2h) (x — x^ —3h) 



24h* 



<1 



und das weggelassene Glied hat keinen Einfluss mehr. 

Stellen wir die hier nöthigen Grössen tabellarisch zusammen, 
so haben wir folgende Ue'bersicht: 



x = 


y = 


1. Differenzen. 


2. Differenzen. 


3. Differenzen. 


Xi 


Yi 


■ 






x,-hh 


Vi 


^yt=y»-yi. 






Xj4-2h 


7» 


^y»=ya-y». 


J*Ji=J7t-JYi, 




Xi + 3h 


74 


^y.-y» y». 


'''y»=^y»-^y». 


^'yt=^'y,-^'y.. 



, X— x. . (x — Xj) (x — Xj — h) ^, 



+ 



h ~" ■ 2h 

• (x — Xi) (x — x^ — h) (x — Xj —2h) 



6h 



^'yi. (g) 



Bezeichnet man die Grösse — r— ^ durch a, so kann man die 



Formel (g) auch schreiben : 



y=yt+ttJji + 



«(«—!) 



J'y,+ 



«(«-!) («-2) ^. 



2 - " ■ 6 

und wenn man, behufs bequemerer Rechnung, setzt: 



^•y.. 



C = J*j,+^J»y„B = JYi+^^-~^G, (gO 



m 
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so hat man 

y=y, + «dB. (g") 

Darf man schon J^y^ vernachlässigen, so hat man: 



y-yi+ jj ^Vi+ 2h' ^*' 



(h) 



§. 54. 

Anwendoog. 

« 

Wir wollen für jetzt von den wichtigen Formeln des §. 53 nar 
einen Gebrauch machen, den nämlich auf die Benütznng von zehn- 
stelligen Logarithmentafeln, wobei wir die schon oben angefahrten 
Yega'schen im Ange haben. Dieselben geben direkt die Logarith- 
men aller fünfstelligen ganzen Zahlen, so wie die Logarithmen der 
trigonometrischen Fnnktionen von Sekunde zu Seknnde für die zwei 
ersten (und letzten) Grade, und von- 10 zu 10 Sekunden für die 
übrigen Grade des Quadranten. Mehr als zweite Differenzen ver- 
langt Yega nicht. Wir vollen nui an Beispielen die Benütznng 
solcher Tafeln angeben. 

1) Sey 

% 26947-3282 
zn Sachen. 

%25947 = 4-4140871518 



%25948 = 4-4141038893 ' ^^^^''^^ _8 
%25949 = 4-4141206260 "^^^^^^^ 

(Die ersten Differenzen sind in den Tafeln angegeben). Hier ist 

h = l, x — Xj =0-3282, also 
%25947-3282 = 4-4140871518 + 0-3282. 167375 

0-3282 (0-3282 — 1) _ 
2 ^• 

%25947 = 4-4140871618, 
0-3282.167376= 54932 

0-3282(0-3282 -l)o_ - 

— _ — ' O — - Ä 



% 26947-3282 = 44140926452. 
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Die Vega*sche Vorschrift lautet: 

fo^N=:%n + D'0-abcde + D" ^^-— -^ 

wo N eine Zahl ist, die mit mehr als 5 Ziffern geschrieben ist, n die 
fünf ersten Ziffern derselben enthält, D' die erste, D'^ die zweite 
(immer negative» hier aber positiv za nehmende) Differenz bezeich- 
net; a, b, c, . . • die sechste, siebente, achte, • . . Ziffer der Zahl 
bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Vorschrift wird ans Obigem 
einleuchten. 

2) Aus 

%x = 4-7320472687 

soll z gesacht werden. Da vir immer h = l haben, x^ ans den 
Tafeln entnehmen, so ist nach (h): 



und man wird zuerst x — z^ nach der Formel 

z-z-I:::^ 

berechnen nnd dann einen genauem Werth finden, indem man im 
Nenner der zweiten Seite für x — ^ z^ den gefundenen Werth setzt. 

Nun ist 

%53956 = 4*7320397460 = y, , 

, . ^,o««.^„.oK ^yi = 80490, ^»y^ = -2. 

%z = 4-7320472687 = y, '' * * ■'* 

y-y, = 75127, x-x. = 1^^0-93337, 

^^-"--^^^' y^ = 0-06662; 

76127 
'~^^ = 8Ö490 + 00666 = Q'^^^^^' »»=53966, 
SO dass 

x = 63956-93337. 

3) Aus V 

logx = 4-0092604763 = y 

soll z gesucht werden. 
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x^ = 1Ö215, y, =40092383710, y— y» = 121063, Jjt =426133, 

^»y, = -42. 

121063 



X— Xi = 



= 0-28474, 4(x—X4—l)4*yi = 21. 0-715; 



425133 

_ »21053 1210 53 _ ^ ^ 

»-^ - 426133 + 21. 0-715" 425148 ""^** 

'x= 10215-28473. 

4) Sey za snohen 

%«»32'' 45' 16-734". 
h = 10, j[,=32'»45'10", x-Xt=6'^34, y, = fo^«n32»45'10" 

= 9-7332095035. 
%«m32«45' 10"= 9-7332095036, ^27287 
%«n32'' 45' 20"= 9-7332422322, 337252 ~^^ 
io«7«n32''45'30"= 9-7332749574 , 

. ' , 6-734 „^y,^cH 6-734(6-734-10) ^, 
%»m32''45'16-734"=yi + ^^^.327287 ^^^- — 35. 

y^ = 9-7332095035 
6-734.327287 



10 
6-7 (6-7- 10) „_ 
200 



220395 



%«n32»45' 16-734"= 9'7332315434 

Ug tffx = 9-8273425034 = y 
soll z bestimmt Verden. 

Xi = 33''53'50", yi = 9-8273057671 , //y^ =454830, 
^»y» = - 18. y - yi = 367363. 
y — y 36Y363 



*~ 1 , x-Xt-10., .,.r.» . 10-<x-Xt) ,o 



X — X. = 

lö"'y^"^~2ÖÖ " '* ™'""' ■ , 200 
367363_ _^6!363__^367363 

-^gjgg— 80769, 2-92 -46483-3 

*^^"^2ÖÖ-^^ 
also x = 33*53' 68-0769". 
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Schliesslieh bemerken wir noch, dass das hier dargestellte 
Interpolationsverfahren offenbar bei der Berechnang der Tafeln 
selbst von grösstem Nutzen seyn wird. Hat man nämlich für eine 
Reihe gleich weit aas einander liegender Werthe des Winkels x die 
zugehörigen Werthe des Logarithmus einer trigonometrischen 
Funktion berechnet, so geben die Interpolationsformeln, die immer 
leicht zu handhaben sind, die Werthe derselben Funktion för 
zwischenliegende Winkel. — Diese Andeutung mag hier genügen, 
da für unsere Zwecke eine weitere Ausführung überflüssig ist 



Zweite Abtheilung. 



Sphärische Trigonometrie. 



\ ^ 



Erster Abschnitt. 

Au&telluxig der Orundgleichangen der spliäxischeii 

Trigonometrie. 

§• 1- 

Das sphärische Dreieck und die dreiseitige körperliche Ecke. 

I. Seyen A, B, G drei Punkte aaf der Oberfiäclie einer Engel; 
legen wir nun durch A, B und den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene» 
80 schneidet dieselbe die Kugel in einem Kreise, dessen Halbmesser 
dem Kugelhalbmesser gleich ist, einem so genannten grössten 
Kreise. Dessgleichen wollen wir durch A, G und den Kugelmittel- 
punkt, sowie durch letztern und B, C Ebenen legen, so werden die- 
selben die Kugel ebenfalls in grössten Kreisen durchschneiden. 
Geht man auf dem ersten dieser drei Kreise von A nach B, so kann 
man entweder einen Bogen durchlaufen, der kleiner als der halbe 
Kreisumfang, oder einen zweiten , der grösser als der halbe Kreis- 
umfang ist. Wenn wir künftig vom Bogen AB sprechen, wollen 
wir den zwischen A und B liegenden Theil des durch diese zwei Paukte 
gehenden grössten Kreises verstehen, der kleiner ist als der halbe 
umfang des grössten Kreises. Dessgleichen, wenn wir von den 
Bögen AQ, BC sprechen, i Die drei Bögen AB, AG, BG bilden nun 
auf der Oberfläche der Kugel ein sphärisches Dreieck. 

n. Denken wir uns von den Punkten A, B, G auf den Kugelmittel- 
punkt O die Halbmesser CA, OB, OG gezogen ^ so werden die drei 
obgenannten Ebenen sich offenbar in diesen drei Geraden durch- 
schneiden und in eine dreiseitige körperliche Ecke bilden , deren 
Kanten OA, OB, OG sind. Die drei Kantenwinkel AGB, AOC, 
BOG sind die Winkel am Mittelpunkte der Kugel, welche von den 
drei Bögen AB, AG, BG gemessen werden, ond die sich also wie 
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jene Bögen verhalten. .Kennt man den Halbmesser der Kngel, so 
ist es leicht, aus den bekannten Mittelpunktswinkeln die Bögen AB» 
AC , BC zu finden. Wir werden desshalb künftig statt der Bögen 
AB; AC, BC die drei ihnen zugehörigen Mittelpunktswinkel AOB, 
AOC, BOC einführen, und diese die Seiten des sphärischen Drei- 
ecks heissen. 

ni. Die dreiseitige körperliche Ecke hat auch drei Flächenwinkel» 
die Neigungslinien der Ebenen OAB und OAC, OAB und OBC, 
OAC und OBC. Diese drei Winkel sollen die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks heissen. Wollte man übrigens 
den Winkel der Bögen AC und AB haben, so 
müsste man bekanntlich in A auf OA in den 
Ebenen OAC und OAB Senkrechte (Tangenten 
an die Bögen AC und AB) errichten; der Winkel 
dieser Senkrechten wäre der Winkel der Bögen. 
Allein dieser Winkel ist nichts Anderes, als der 
Neigungswinkel der Ebenen OAC und OAB, so 
dass man unter „Winkel eines sphärischen Drei- 
ecks^ auch die Winkel verstehen kann, welche die drei Bögen, die 
das Dreieck bilden, mit einander machen. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sollen mit A, B, C, die 
ihnen entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnet werden. 
Alsdann ist 

A der Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC (an OA), 

B „ „ „ „ OBA „ OBC ( „ OB), 

C „ „ „ „ OCA „ OCB ( „ OC), 

a = Winkel BOC , b = AOC , c = AOB. 

Zugleich sind a, b, c jeder kleiner als 180°, dessgleichen A, 

B, C. • 

§.2. 

Sätze aas der Stereometrie. 

Von den dreiseitigen körperlichen Ecken werden nun in 
jedem Lehrbuche der Stereometrie einige Sätze erwiesen, die 




D. h. also wir nehmen künftig an, dass in den ron uis betrachteten sphä- 
rischen Dreiecken Winkel and Seiten nicht 180^ übersteigen. Dass das Eine statt- 
findet, wenn das Andere der F^U ist, wird in §. 6 noch besonders erwiesen. 



Zwei Seiten im yerhiltniaB zur dritten. 
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'wir, der Vollständigkeit wegen, ebenfalls hier darstellen wollen. 
Sie sind: 

I. In jeder dreiseitigen körperlichen Ecke sind zwei Eanten*- 
winkel zusammen grösser als der dritte, d. h. in jedem sphärischen 
Dreieck sind zwei Seiten zusammen grösser als die dritte. Wir 
haben also zu beweisen, dass A0B4-B0C>A0C. Dabei werden 
wir AOG als den grössten der drei Kantenwinkel annehmen, da 
wenn AOB oder BOG schon > AOG wäre, unsere Behauptung ganz 
von selbst klar wäre. Der Beweis kommt ganz offenbar auch darauf 
hinaus, nachzuweisen, jiass (Bogen) BG + AB>AG. Denken wir 
uns nun, man lege durch B zwei Ebenen , von denen die eine senk- 
recht auf OG, die aQdere senkrecht auf OA, so werden dieselben die 
Kugel in zwei Kreisen schneiden, so beschaffen , dass dieselben als 
um die Paukte G und A mit den sphärischen Halbmessern (Bögen) 
GB und AB beschrieben angesehen werden können. Beide durch B 
gehende Ebenen schneiden sich in einer Geraden, die durch B geht 
und auf OAG senkrecht steht; diese Gerade trifft die Kugel noch- 
mals in einem Punkte B', in welchem die obigen zwei, auf der Kugel- 
fläche beschriebenen Kreise sich ebenfalls (wie auch in B) schneiden. 
Die Punkte B und B' liegen auf verschiedenen Seiten von OAG und 
in gleicher Entfernung von dieser Ebene. Ferner treffen die um A 
und G gezogenen Kreise den Bogeli AG nothwendig zwischen A 
und G, da sonst BG oder AB grösser als AG seyn müsste, was wir 
nicht voraussetzen. Endlich liegt der um A gezogene Kreis'zwischen 
B und B^ rechts von der Ebene BOB^ der um G gezogene aber links, 
d. h. der um A gezogene Kreis trifft den Bogen AG in einem Punkte 
M, der um G gezogene in N, welche Punkte nothwendig so liegen, ^ 
dass M näher an G als N, dagegen N näher an A als M. Daraus 
folgt aber sofort, dass AM+GN>AG, unddaAM=AB, GN=GB, 
so ist auch AB + GB > AG. 

Wir haben hier gern diesen gewissermass^n anschaulichen Beweis des ange- 
führten Lehrsatzes gegeben , ohne denselben für genauer als den zu halten , den 
man gewöhnUch in den Lehrbüchern findet (vergl. Legendre Geometrie , Buch Y» 
Satz XXI}. Im Gegentheile halten wir letztern mindestens für eben so genaq, 
während , wie gesagt , der gegebene uns die Sache mehr anschaulich zu machen 
scheint. , 

IL Zu jeder dreiseitigen körperlichen Ecke kann man eine 
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zweite bilden derart , dass die Summe der einander entsprechenden 
Eaotenwinkel der einen und Flächen winkel der andern 180^ 
beträgt 

Sey zn dem Ende OABG die gegebene 
dreiseitige körperliche Ecke; in errichte 
man anf die Ebeoe OAB die Senkrechte Oy^ 
auf OBC die 0«, auf OAC die Oft so werden 
Oa, Oßj Oy als Kanten einer neuen ckeisei- 
tigen körperlichen Ecke Oaßy angesehen wer- 
den können. Die Kanten OA, OB, 00 stehen 
nun aber auch senkrecht auf den Ebenen der 
neuen Ecke. Denn OA ist die Durchschnitts- 
linie der Ebenen OAB und OAC , auf denen 
0/ und Oß senkrecht stehen; mithin stehen 
letztere Geraden auch auf OA, und also 
umgekehrt OA auf Oß, Oy senkrecht, also auch OA senkrecht auf 
der Ebene Oßy; dessgleichen OB senkrecht auf Oay, OG senkrecht 
auf Oaß. Hätte man also Oaßy als gegebene Ecke gewählt, so 
wäre durch dieselbe Konstruktion , wie oben, als- neue Ecke OABG 
erschienen. 

Wir wollen nun in den beiden Ecken einander entsprechen de 
Kanten- und Flächenwinkel je einen Flächenwinkel der einen 
und einen Kantenwinkel der andern heissen , wenn der letztere von 
den zwer Kanten gebildet ist, die auf den Flächen senkrecht stehen, 
die den ersten bilden. So entsprechen sich 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel aOy^ 




n 



n 



w 



n 



r» 



OA 

oc 
o« 

0^ 
0, 



n 



n 



rt 



n 



rt 



n 



ßOr, 

ccOß, 
COB, 
AOC, 
AOB. 



In der Ecke OABC stehen sich entgegen: 

« 

Flächenwinkel an OB und Elantenwinkel AOC, 

« OA „ „ BOG, 

„ OC „ „ AOB. 

Dessgleichen stehen sich in der Ecke Otiß/ entgegen: 
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Flächenwinkel an Oa und Eantenwinkel ßOy^ 
« n Oß „ „ ceOr, 

n » O7 „ „ ßOa. 

Nimmt man hiernach in ein^r der zwei Ecken einen Flächen- 
winkel and den ihm entgegenstehenden Eantenwinkel nnd sucht in 
der andern Ecke die diesen ents{Hrechenden Kanten* nnd Flächen- 
winkely so stehen sich letztere ebenfalls entgegegen. So stehen sich « 
entgegen : 

Flächenwinkel an OB nnd Eantenwinkel AOC, 
Eantenwinkel aOy nnd Flächenwinkel an Oß, 

Zwei nnn einander entsprechende Winkel betragen zusammen 
180^ So z. B. Flächenwinkel an OB + Eantenwinkel aO/=:180^ 
um dies zu beweisen legen wir durch «in^n Punkt F der Eante OB 
eine Ebene senkrecht auf OB, welche die Ebenen OAB, OBC in den 
Geraden FM , FN treffe , die natürlich auf OB senkrecht stehen. 
Der Winkel MFN ist also der Flächenwinkel an OBf In derselben 
Ebene ziehen wir Fa, Fe parallel mit 0«, Oy, so ist aFc = aOy; . 
ferner ist cFM = aFn = ÖO*, mdem cF auf AB, Fa auf OBC senk- 
recht steht. Da aber aFc -h cFM 4- MFN -h NFa = 360 ^ und 
cFM + NFa=180^soist 

aFc -+• MFN = 180^ d. h. crOy + MFN = 180^ 

was den Satz beweist. 

Tragen wir diesen Satz auf die sphärischen Dreiecke über» so 
heisst er: ^ 

Seyen a, b, c die Seiten, A, B, G die ihnen entgegen stehenden 
Winkel eines sphärischen Dreiecks, so kann man immer ein anderes 
sphärisches Dreieck erhalten, dessen Seiten = 180*— A, 180®— B, 
180^— C und dessen diesen Seiten entgegen stehende Winkel 
180^-a, 180°- b, 180<^-Gsind. . - 

III. Da imfiier zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks grösser 
sind als die diltte, so hat man also auch 

180«-A4-180®-B>180«-C, A4-B-C<180«, , 

180«- B -+- 180«- C > 180«- A, B -+• C- A < 180«, 

180«-A-H180«-C>180«-B, A4-C-B<180«. 

Addirt man diese drei Resultate, so ergibt sich: 
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A-f-B-^C<540^ 

d. h. je zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks^ um den dritten 
vermindert, betragen weniger als 180^; die Summe aller drei be- 
trägt weniger alß 540®. * 

Wa& die Grössen A + B — C, B + C — A, A-hC— B betriflTt, 
so werden sie also, wenn sie positiv sind, immer nnter 180® seyn; 
sie können aber ganz wohl auch negativ ausfallen. 

Fig. 66. ly. In jeder beliebigen körperlichen Ecke, 

in der die sämmtlichen Flächeüwinkel kleiner 

IK als 180® sind, ist die Summe aller Kanten- 

/// \\ Winkel kleiner als 360®. 

// 1 \\ Sey OABCDE «eine fiinfseitige körperliche 

/ / 1 \ y Etke, so ist 

/.»/JA \ AOB-f-BOC+COD-hDOE-fEOA<360^ 

l ^----f^ \ / , Sey ABCDE eine beliebige Ebene, F ein 

^^"-J/ — r^i^ Punkt in ihr; man ziehe FA, . . . FE, so hat 

man nach I: 

an der Ecke in A: OAB + OAE > BAE, 

„ „ „ „ B: OBA + OBOABC, 

„ C: OCB + OCD>BCD, 

„ D; ODC + ODE>CDE, 

„ „ ,„ „ E: OED + OEA>DEA, 
<!. h. 

OAB + OBA + OBC + OCB + OCD + ODC + ODE H- OED 
+ OEA + OAE > BAE H- ABC + BCD 4- CDE -h DEA. 
Da aber 

OAB -f- OBA 4- .... 4- OAE = 6 . 180®— (AOB,+ BOG 4- COD 
4- DOE 4" EOA), 

BAE + ABC 4- .... 4- DEA = 5 . 180® — (AFB -h BFC 4- CFD 

4- DFlfi 4- EFA) = 6 . 180® — 360° = 3 . 180®, 
so ist 

5 . 180®- (AOB 4- BOC 4- COD 4- DOE 4- EOA) > 3. 180®, 

AOB 4- BOC + COD 4- DOE 4- EOA < 360®. 






* Das Letztere yersteht sich freilich von seihst, da jeder einzelne Winkel des 
sphärischen Dreiecks kleiner als 180® angenommen wnide. 
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Y. Iq jedem sphärischen Dreieck (und Vieleck) ist also die 
Sajnme aller Seiten kleiner als 360 ^ 

Also auch (IQ 

180«— A 4-180«- B + 180«- C<360», 

540« - (A + B + Cy< 360«, 
A + B-hC>180«, 

d. h. die Summe der drei Winkel ist grösser als 180«. Daraus 
folgt, dass (wenn man beiderseitig 2 C abzieht) 

A4-B-C>180«-2C 

ist; nun ist 2 C unter 360«, also wenn auch 2 G> 180«, so ist doch 
180«— 2 C nie unter — 180«, d. h. , wenn auch A + B — C negativ 
ist, so ist diese Grösse doch zwischen und 180«. Mithin liegen 
die Differenzen A-l-B — C, A — B + C, — A + B + C immer 
zwischen — 180« und + 180«; während die Differenzen a-f-b— c, 
a — b-hc, — a + b-hc immer positiv sind. 

VI. Stellen wir alle Sätze nochmals zusammen, so haben wir: 

A4-B— C ^^0 

a-l-b>c ' • ^ ■"" AoU , 

a+c>b,a+b4-c<360«;A-B+C< ^^^' A+B+C^I??o 
b+Oa, ^ >-180«, <ß40«. 

<^ 180« 

-^+B+S-180«, 

Was wir nun von einem sphärischen Dreiecke beweisen, gilt 
^ geradezu für die dreiseitige körperliche Ecke , wenn man nur statt 
„Winkel des sphärischen Dreiecks^ setzt „Flächenwinkel^, statt 
„Seiten des Dreiecks" aber „ Kanten winkel". 

§.3. 

Hilfssatz. 

Sey ABCD em Viereck, in welchem AB parallel mit CD gezogen 
sey, und AC = BD, so ist leicht zu beweisen, 
dass auch Winkel C = D, A = B; femer ist 
[erste Abthl. §. 27, (29)] : 

AD' = AB' + BD'-2AB.BD(?ö*B, 
AD' = AC' + CD«-2AC:CD(Jö«C. 

Dienger, Trigonometrie. 14 
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DaaberC = D, A = B, und A4-B.4-C-hD = 360«, so ist 
B 4- C = 1 80 ^ also öo« B = — cos C. Mithin : 



AB 

AD' 
CD 

d.h. da AC = BD: 



^^* = AB-H«^* 



AB 



2BD.<;o«C, 



AC 



= ^^ + CD — 2AC.<?o«C, 

Kjx} 



^^^\^ = AB ^ CD ^^^^""^ 



AB CD 



AB CD' 



oder: 

AD».CD4-AD».AB = (AB+CD)AB.CD+BD».CD+BD».AB, 

AD» (CD + AB) = (AB + CD) AB . CD + BD » (CD 4- AB) , 
und wenn man mit CD + AB dividirt : 

AD» = AB.CD + BD», 

d. h. in einem, wie angegeben gestalteten Vierecke ist das Quadrat 
der Diagonale gleich dem Produkte der zwei parallelen Seiten plas 
dem Quadrate der einen der zwei gleich langen nicht parallelen 
Seiten. 

§.4. ^ 

Die drei GrandgleichiiDgen der sphärischen Trigonometrie. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, in dem wir AB < AC an- 
nehmen, nnd worin A, B, C die drei 
Winkel, a, b^c, die drei Seiten bezeich- 
nen- sollen. stelle den Eugelmittel- 
pünkt vor, OA den nach A gezogenen 
Halbmesser, der (nöthigenfalls) in OE 
verlängert sey. Von B ziehe man in 
der Ebene des Bogens AB die BD senk- 
recht auf OA nnd in D in der Ebene 
des Bogens AC die DF senkrecht auf 
OA , so wird die Ebene des Dreiecks 
BDF senkrecht stehen aufOA und der 
Winkel BDF gleich A seyn. Dess- 
gleichen ziehe man von C in der Ebene 
von AC die CE senkrecht auf OA» und EG in der Ebene von AB 




Die drei Grondgleichtuigeii der sphftriiohen Trigonometrie. 211 

senkrecbt aufOA, wobei der Bogen AB bis G verlängert wurde, so 
wird auch die Ebene GEG senkrecht auf CA stehen, also mit BDF 
parallel laufen, und GEG = A seyn. 

Denkt man sich die Halbmesser OB, OF, CG, CG gezogen, * 
80 werden die Dreiecke BOD und FOD, GOE und GOE kongruent 
seyn, mithin BD =:DF, GE = EC, BOD = FOD, GOE = COE. 
Daraus folgt nun, dass auch Bogen AB = AF, AG=AC, FC=BG 
ist. Der zu AF gehörige Mittelpunktswinkel (AOF) ist also = c, 
der zu FC gehörige = b — c. 

Da Bogen FG=BG, so ist auch Sehne FC=BG; femer laufen, 
wie leicht zu ersehen, BF und CG mit einander parallel,** so dass 
das Viereck BFCG die Gestalt des in §. 3 betrachteten Vierecks 
hat. Würde man also die Diagonale BC ziehen, so hätte man: 

BC* = BF.GC-f-FCJl 

Sey nun r der Halbmesser der Kugel, so ist (erste Abthlg. §.25, 
Nr. 1 und §.26, n.): 
BC = 2r«nia, BD = rwnc, CE=r«mb,*** FC=2rmKb— c), 



* Also ist BÖA = c , AOC = b, BOG = a. 

** Den Beweis dieses Satzes kann man etwa so führen: Die Linien BD and Gll 
laufen parallel, eben so DF und CE; man verlängere DB und DF, und zwar so, 
dass wenn BS, FY die Verlängerungen sind, DS = £6, Dy= G£ sey. Alsdann 
ist auch GS gleich und parallel DE , eben so CV, so dass auch GS und CY gleich 
und parallel sind. Daraus folgt aber , dass SY und CG in derselben Lage seyn 
müssen, und da auch SY paraUel BF; so ist endlich BF parallel CG. 

♦•• In unserer Figur ist eigentlich CE=r m (180°— b), d. h. doch CE=rmb, 
Man wird sich auch leicht überzeugen, dass die hier gefundenen Beziehungen ganz 
allgemein gelten, welche Werthe auch immer a, b, c, A haben mOgen, wenn sie nur 
unter 180° sind. Für den besondem Fall, dass b = c wftre, würde allerdings F mit 
C, B mit G zusammenfallen, also das Yiereck GEFC nicht Torhanden seyn; alsdann 
hat man jedoch BC=2rmia, oder da jetzt BC mit GC zusammenfällt, ai\ch GC 
=: 2 r m i a. Aber ^s ist auch, wie im Texte» GC = 2 r «in b «tA J A , denmach 

2r«tn|a = 2r<{nbnn^A, «m^as: n»b<tnJA. 

Diese Gleichung ist aber die gefundene Fundamentalgleichung, denn sie gibt:' 
2«w*ia = 2m'bMn* J A^ 1 — eo«a = «n*b (1 — «o«A), 
\ — toz^, ='«n*b — «m*b co« A , <?o»a = co**b -h «»n*b eot A , 
welche letztere Gleichung aus 00« a = eo«b 0090 + «inb «tnc 00« A folgt« wenn 
b=c ist. Wie natürlich zu erwarten war, gilt also die Fundaroentalgleiefaung audi 
noch fOr b =: c. 

14* 
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also 

BF=2Bi)8iniA=2t8inc.sm^A, GC=2EC«2nJA=2r«nb«mJA. 

Demnach hat man 
4r*«n'}a = 2r«wcwwJA.2r«2nb«£nJA + 4r'«n'i(b — c), 

d.h. 

2«2n' Ja = 2«inb«nc.fi«n'JA .+ 2«w* J(b — c), 
oder [erste Abthlg. §. 16, (23)] : 
' 1 — <?o^a = «wb«nc(l— (?o«A)4-l — öo^Cb — c), 
1 — C08SL =: sinhsinc — sinhsinccosA -h 1 — cosQh — c), 

— C08SL = sinhsinc — sinhsinccosA — cosbcosc — sinhsinc, 

— co83L=^ —sinhsinccosA — coahcosGf 

d. h. > « 

co8a,=^ C08h€08C H- 8inb8incco8A. 

Diese Gleichung ist die Fandamentalgleichang, von der wir 
ausgehen werden. Es ist ganz selbstverständlich, dass man eben 
so den Winkel B , oder C an die Spitze der Figur hätte stellen 
können 9 so dass man die folgenden Gleichungen hat: 

C08 a = co8hco8C + 8inh8incca8Aj ] 

co8\) .= C08SLCÖ8C + 8insL8inc cosB , / (1) 

co8c = €08SiC08h-^8insi8inhco8C9t 

d. h. der Cosinus einer Seite ist gleich dem Produkte der 

Cosinus der zwei andern Seiten, plus d6m Produkte der 

SLinus der zwei andern Seiten in denCosinus des Winkels, 

welcher der ersteja Seite entgegen steht. 

Diese drei Gleichlingen sind die nothwendigen und genügenden Fundamental- 
gleichangen ; alle übrigen Beziehungen werden sich desshalb ans ihnen nach den 
gewöhnlichen Regeln der Bechnailg ableiten lassen, wie sich im Nachstehenden 
zeigen wird. Dass sie übrigens nothwendig sind, aber auch genügen, lässt sich io 
folgender Weise leicht einsehen. Ein sphärisches Dreieck ist vollkommen bestimmt, 
wenn in demselben z. B. gegeben sind zwei Seiten (b und c), nebst dem von diesen 
Seiten gebildeten Winkel (A). In diesem FaUe gibt nun die erste Gleichung (1) 
den coi&f also da a zwischen 0^ und 180^ liegt, die Seite a ganz unzweideutig; 
eben so unzweideutig folgen dann aus den zwei anderq Gleichungen (1) die Winkel 
B und C, so dass aUe übrigen Stücke gefunden werden können. Es ergibt sich 
hieraus offenbar, dass drei Gleichungen nothwendig sind, und dass die drei (1) 
genügen. Eine Beziehung zwischen den Seiten und Winkeln des Dreiecks , die 
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andere Werthe liefern würde, als die gefundenen, kann aber nicht bestehen, 
einfach desshalb, weil andere Werthe dieser Grössen (a, B, G) aacb nicht bestehen, 
da ja nur ein Werth fär jede möglich, nnd derselbe bereits gefunden ist. 

Die Gleichnngen (1) entsprechen den Gleichungen (29) in $. 27 der ersten 
Abtheilnng und man konnte letztere auch ans den obigen ableiten , etwa in nach- , 
stehender^ Weise. Sey r der Halbmesser der Kugel, auf der das sphärische Dreieck 
▼erzeichnet ist; a, /9, y die Lftngen der drei Bögen BC, AC, AB , so ist {erste Ab- 
theilang§.20): 

, 1 a» 1 a* i. n ^ ß\^ ß^ 



, 1 y» 1 y* * . . ß 1 /?» 

co«c=l-~ -^+;rr nr — "«» ««b = — — —■— + 
2 r' 24 r* r 6 r' 



•••» 



y ^ y , 

r 6 r' 
also wird di'e erste Gleichung (1) zu: 

1 «» ,, 1 i^V x/i 1 y\ \_s_/ß 1 ^' 



1 



~2-^ + ... = (l-Yfä + ..)a-2-fF + -.) + (-^-g-^f,-H..) 



r 6 r' 



(-z- — — -^ + ..)«)#A, 



d.h. 



|^V,.. = l-i-^V...+5(l-...)^.*A, 



1 «> __ 1 ß*+y* . ALn_ )eoiA 

" YT* "2 — r* r-...H-^U-...;cMA, 

wo^ die weggelassenen Grössen alle höhere Potenzen vonr, als die zweite, im 
Nenner haben. Multiplizirt man mit — 2 r', so hat man 

a*+... = /9»-+-y* + 2/9y(l~...)«o«A. 

Lässt man r= QC werden, so geht die Kugel in eine Ebene, das si^härische 
Dreieck in ein ebenes über; dabei werden nun die weggelassenen Grössen, da sie 
noch r im Nenner haben, ausfallen, so dass man hat: 

a* = ß*-i'y* — 2ßyeo8A, 
d. h. die eine Gleichung (29) in §. 27 der ersten Abtheilung. 

§.5. 

Verallgemeinerung. 

Wir haben in §. 1 schon gesagt, dass wir die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreiecks kleiner als 180** annehmen. Diese Vor- 
anssetzuDg werden wir im Folgenden auch festhalten, trotzdem aber 
hier doch zefgen , dass die Grundgleichungen (1) von dieser Ein- 
schränkung frei sind. 
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I. Zunächst haben wir £q bemerken, dass der Satz, wonach 
in den sphärischen Dreiecken, deren Seiten kleiner als 180^ sind, 
nothwendig die Winkel ebenfalls kleiner als 180^ Bind (was wir im 
Vorhergehenden geradezu als selbstverständlich angenommen haben) 
sich leicht erweisen lässt. Ist ABC ein sphärisches Dreieck^ dessen 

Seiten AB, AG kleiner als 180 ^ so sind 
es auch die Winkel B und C. Denn 
man muss die genannten Bögen noth- 
wendig verlängern, wenn sie sichooch- 
mals (in D) schneiden sollen , weil die 
Entfernung von einem Durchschnitts- 
punkt zum andern einen halben Kreis- 
nmfang beträgt. Es entstehen also neben 
B und C (d. h. ABC, ACB) Neben- 
winkel (in dem Dreiecke DBC), die mit 
den erstem 180^ ausmachen, so dass diese selbst nicht über 180^ 
seyn können. 

n. Sind aber die Winkel eines sphärischen Dreiecks kleiner 
als 180^ so sind die Seiten in derselben Lage. Denn zu einer 
dreiseitigen Ecke, deren Flächenwinkel kleiner als 180^ lässt sich 
(§.2, II) die Ergänzungsecke bilden, deren Kantenwinkel kleiner 
als 180^ sind; in dieser Ergänzungsecke sind ^ach I also die 
Flächen Winkel ebenfalls kleiner als 180®, mithin endlich die Ean- 
tenwinkel der ursprünglichen Ecke ebenfalls, d. h, die Seiten des 
gegebenen Dreiecks, üebrigens lässt sich die Wahrheit dieses 
Satzes auch ganz unmittelbar einsehen. Ist in dem Dreii&ck ACB 
(Fig. 59) C<180" und man lässt C wachsen, indem der Bogen 
grössten Kreises CA sich um C dreht , während sein Endpunkt in 
dem Kreise BAFD bleibt, so wird der Bogen BA waohsen 
(gleich viel, wie gross vorher C war). Nun ist aber, wenn C zu 
180® wird, nothwendig der Bogen BA gleich dem halben Kreisum- 
fang, da dann BC und CA in die Verlängerung von einander fallen, 
also nur einen grössten Kreis bilden, der den Kreis BAFD in den 
beiden Endpunkten eines Durchmessers schneidet. Folglich war AB 
kleiner als der halbe Kreisumfang, wenn C < 180® war. 

in. Betrachten wir nun sphärische Dreiecke, deren Seiten 
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grösser als 180^ sind. Nehmen wir immer A, 6, C als die drei 
Eckpunkte an, so können folgende Fälle eintreten: ^ • 

1) alle drei Seiten sind kleiner als 180^ — der seither behlin- 
delteFall; 

2) eine Seite ist grösser als 180^ die zwei andern kleiner (lieifert 
eigentlich drei Fälle, die sich jedoch in einem behandeln 
lassen); 

3) zwei Seiten sind grösser als 180 ^ die dritte kleiner als 180^ 
(3 Fälle); 

4) alle drei Seiten sind grösser als 180^ 

Die letzten drei Fälle , von denen jeder als einzeln angesehen 
werden darf,' wollen wir nun besonders behandeln. 

IV. Ein Dreieck, in dem eine Seite grösser als 180^ ist das 
von den Bögen BC, AG, AFDB gebildete. Sind die Winkel und 
Seiten des gewöhnlichen sphärischen Dreiecks ABC : 

A, B, C, a, b,c, (a) 

so sind die des jetzigen: 

180°- A, 180«-B, 360°-C, a, b, 360«-c, (a') 

und es ist also auch ein Winkel grösser als 180 ^ Für die sechs 
Grössen (a) gelten die (1); sollen sie auch für (a') gelten, so 
müsste 

C08 a, = C08h 008 (360*^ — c) -♦- «mb sin (360" - c) co8 (180** — A), 
cos \)=zco82L cos (360 ® — c) + sin a sin (360® - c) cos (180 ® — B), 
(?öä(360® — c) = cosdkcosh -+• «na «wb (?oä(360® — 0) 

seyn. Da diese Gleichungen aber thatsächlich wieder die (1) sind, 
so gelten also unsere Grundgleichungen für diesen Fall. 

Y. Sollen zwei Seiten grösser als 180® sein, so betrachte man 
das Dreieck, gebildet von den Bögen: BG, GDEA, BDFA, in denen 
freilich die beiden letzten Bögen sich in t> durchschneiden, also von 
einem Dreieck im gewöhnlichen Sinne nicht mehr die Rede ist. Mit 
Bezug auf die Grössen (a) sind jetzt die Winkel und Seiten: 

A, 180®-B, 180®-G, a, 360®-b, 360®-c. 

Also müsste sejrn : 
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CM a = C08 (360® — b) cos (360" — c) -h «n (360* - b) 

«n(360" — c)<?o«A, 

CO« (360 • — b) = co«acö«(360* -^ c) -h «ma«m(360® — c) 

CO« (180» -B), 

cc«(360* — c) = CMaco«(360®— b) 4- «na«w(360" — b) 

cm(180*-C), 

welche. Formeln wieder die (1) liefern, also richtig sind. 

VI. Sollen endlich alle drei Seiten grösser als ISO" seyn, so hat 
man das von den Bögen BDFA, GDEA, CFEB ge.bildete Dreieck zu 
untersuchen, in welchem die einzelnen Bögen sich jedoch in D, F,'ß 
nochmals schneiden. Die Winkel und Seiten sind jetzt: 

A,B,C,360"-a, 360"~b,.360"-c, 

und es müsste 

C08 (360 " - a) = C08 (360 " - b) cos (360 " - c) - 
+ sin (360 " — b) sin (360 " — c) cos A , 

. cos (360 • - b) = cos (360 " - a) cos (360 " - c) 
4- «en (360" - a) «w (360" - c) cc«B , 

co«(360" - c) = coä(360" - a) co«(360" - b) 
+ «ew,(360" - a)«m(360" - b)cMC,' 

seyn, was ebenfalls richtig ist. 

Damit ist die anfanglich ausgesprochene Behauptung gerecht- 
fertigt. Da wir im Nachstehenden aus den (1) allo Formeln ab-^ 
leiten werden, so gelten dieselben auch ganz allgemein. Selbstver- 
ständlich sind hie von diejenigen Folgerungen ausgeschlossen, bei 
denen die Bedingung, dass die Seiten kleiner als 180" seyn müssen, 
vorausgesetzt ist« (Siehe hierüber das Vorwort.) 

ümfbrmimgeif. Der Satz von dem Verh&ltnisse der Sinns der Seiten und Winkel. 

I. Aus (1) zieht man: 

- cossk^coshcosQ 

cosA = r-T—i , 

stnhsznc 

also 

cosa,— coshcosQ sinhsinc -h cossl — co«b cosc 



l4-cc«A=l4- 



sinhsinc " sinhsinG 
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__ coB a — (cosh €08 c — sin b sin c) _ cos ä —'cos f b -I- c) 

sin b ^n c sin b «2n c 

— 2 gtw^{a •+• b 4- c)g^n^ (a — b — c) 

sinbsinc 

d, h. 

^ 5, . 2sini(a.'hh -^ c)sini(h -^ c — b) 

2cos^iA = — T-x—i — -, 

sznbsinc 

«4 A «tn4(a + b -hc) «2n4(b + c — a) 

c<?«HA = — — . ; . ^ ^. 

-stnbsznQ 

' Eben so: 

. - <?ö«a — (;o«b(;o8G «2nb^nc — cosa,"\-coshcasc 

l — cos A = l 7-ir—. = i-T— : ~ 

sinosinc smbstnc 

— ^o^0^~~^) — co s a __ 2gm^(b r~ c + a) .gin ^ (b --- c — a) 
sinhsinQ sinhsinz 

__'2«w J (a + b — c) . aiw ^ (a — b -+- c) 

2 wnj(a -h b — c).»2wj(a — b -+- c) 



2«n'iA = 



^nb^nc 



. 5. A «2n4(a-^b — c).«n4(a — b + c) 
«mUA = ^-^^ ' \. ' • 

Durch Division beider Resultate ergibt sich : 

^ sin\{^'^\i — c).sin\{B. — h+Ci) 

^ ' "" «m K* + 1) ■+" c) . «m i (b + c — a) * 

Setzt man 

^ a + b-+-c = 2s, 

80 ist 

a + b — c = 2s— -20, 

a — b + c = 2fi — 2b, ^ 

b + c — a = 2s — 2a, 
also: ^ , 

f (a + b-+-c) = s, j(aH-b — c) = s — c, J(a — bH-c) = s — b, 

J(b + c — a) = s — a, 

d. h. man hat nun : 
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8tn 



^ ^ __ \/ sin (s— b ) sin (s — c) \ 



sinhainQ 



sini'B 



=v^ 



sin (s — a) sin (s — c) 



sin2i,8ino 



. .^ y/ ^2** (® "~ *) ^'** (s -- *>) 
«nJC= V ^^^ — ^ "T-r -* 



8in2ksinh 






cos\ 



C08\^ 



cos\^ 



. __ -KJ sin 8 «en (s — a) 
' Sin b «zw c 

T» _ \j sin s «m (s — b) 



szna ^nc 



> (2) 



^ -xl sin s «zn {s — c) 

c= V — -' — ^~t — 



. «zn 8 «^n (s — a) 



-c) 



tg'n^ 



tg'iC 



— \[^'^ (^ 



s—a^sin (s — c) 



sinssin(& — b) 



__ -i/äiwO 



8 — - a) «fn (s — b) 



; 



sin s «ew (s — c) 

wo die Quadratwurzel nur positiv genommen ist, da^A, ^B, |G 
unter 90" sind. Da ferner nach §.2, I immer s — a, s — b, 
s-r-c positiv sind, and s sowohl, als jede dieser Grössen nnter 180® 
bleibt (S. 2, IV), so sind die Grössen nnter den Wurzelzeichen 
alle positiv. * 



* Es Usst sich Jedoch auch nmgekehrt aas den Formeln (2) der Schlnss 
ziehen^ dass s — a, s — b, s — c positiv and s <^ 180^. 

Denn da die Produkte anter den Wurzelzeichen positiv seyn. müssen , Hn a, 
sinhtsinc aber positiv sind, so müssen die vier Grössen nns, <tn(s— a), «m(s— b), 
sin (s — c) dasselbe Zeichen haben. 

waren nun 

«ms , m(s — a) , «m (s — b) , sm{B — c) negativ, 

« 

so müsste s^ 180^, also jedenfalls s — a, s — b, s — c positiv seyn; damit abef 
ihre Sinns negativ sitid, müssen diese Grössen« selbst "^180^ also ihre Summe 
d. bi s ^ 540" seyn, was unmöglich ist. 
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I 

9 

n. Durch Moltiplikation zieht man aus den Gleichungen (2): 

^ . ^^ ,. ^-i/agns^nCs — a)«ew(s — b)5m(s— c) 
2«n4Ac<w4A=2 v . 2l. - 2 

d.h. 

. . ^ V «^w s sin (s — : a)^2n(s — b) 6in(ß — c) 

«inÄ=2-^^ T-7 — ; ^ » 

8in\) «tnc 

^nc^mb^m A = 2 Y^/wjs «an(s — a) mk(j& — b) «m (s— c). 

Eben so: 

«iwa.a2nc.«2nB = 2 v«ens.«2n(8---a).«n(8—- b),«w(s — c), 

8inB,,8in\>MnQ = 2 y «ns.«n(8— a)^n(s — b).wn(s— c). 

Daraus folgt: 

sinh sine sin A^^dn^ sin aein'R =maWnb^nC, 

d. h. 

8in\)8inK^=8in2^8in^^ 8inc8inA=^8ina>8inCy 8inc8inB==8inh8inC, 

oder 

8in a sin A ^w a sin A «in b __ sin B „ 

»2nb"~5iwB' «/nc sinC ^ sine sinC^ 

d. h. die Sinus der Seiten verhalten sich, wie die Sinus 
der entgegen stehenden Winkel. ' 

Weitere Gleichungen zwischen den Seiten und Winkeln. 

I. Aus (1) hat man: 

co8B,=^cosh€OSC-hsinhsincco8Ai 
cosQ = co8B,cos\) -h sinsL,sinhco8C. 

' Setzt man diesen Werth von tos c in die erste Gleichung , so 
erhält man : ' 



Also sind 

sm s , Wn (s -r- a) , m (s — b) , sin (s — c) positiv, 

mithin s< 180^ da nicht s>270® seyn kann; ferner s— a, s— b, s— c positiv, 
da keine dieser Grossen unter — 180® liegen wird und zwischen Ound ~ 180® der 
Smus aegatiT ist. 
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(;o«a = co8SLC08^h •+• »inSLsinhcoahcoaC -h sinhstnccosAi 
x)08 a — cos ä€08 ' b = 8in a 8zn b cosh C08 C + 8in b 8in c cosA , 
oo«a(l — cö«'b) =«2fia«£nbco5bc(?«C4-«2nbMwc(Jö«A,' 
Cö5a«»^b = «ena«/nb(?oab(?o«C + wnb*fwc(?<?«A. 

Dividirt man durch 8inh^ aud schreibt sogleich die weitern 
Formeln hin , so hat man : 

€082k8inh =^ 8in^co8hco8C + 8incco8K^ 
eo8h8in2L = 8inhco82,co8C -)r- sinQCos'B^ 
co8C8inh = 8incco8hco8A'j-8ina,co8C, , ... 
(?öÄb«nc = «£nbcoac^o«A.-l-5ma{?ö«B, 
c?ö*aM'nc = «iwa(?o«c(?o«B 4- «2nb <?ö« A, 
C08C8inB, = 8inceo8aLC08B + «/nb cosC^ 

welche Formeln ebenfalls leicht in Worten aaszusprechen sind. * 

II. Setzt man in (4) nach (3) : 8in c = : — ; — , so hat man : 

8tnA 

co8B,8inh = sinsLCOshcosO -h 8ina,8inCcotffA; 

dividirt man noch durch sins,, so hat man: 

cotgsi sinh = C08h cosC + sinGeotgKy 
cotffh 8ina, = co82l€08C •+■ sinCcotffB^ 
cotffo sinh = C08h cosA -f- sinAcotgC^ . ^ 
cotgh 8inQ = C08C cosA + sinAcotgB^ 
. cotff a 8in c = C08 c eo8 B 4- 8inB cotgA , 
cotgc ama = Cö«a öoäB -i- sinBcotgO. 

in. Aus (4) hat man 

co^a^'nb = 6indiC08hco8G + 8incco8A. 

Setzt man nach (3) : 

» 

«2nb = — r-T — , «nc = — T—. — , , 
8%nA . 8inA 

80 ist 

8in2i€08^8inB , , ^ «ina^nC(?05A 

-^ r-T— : — = «3wacöÄb(?o«CH : — T 

«enA stnA 



% 



* Alle diese Formeln werden durch einfache BnchstabenTertanschnng aus 
einander abgeleitet. So folgt die zweite aus der ersten , wenn man a und b, also 
auch A und B tauscht; die dritte -aus der ersten, wenn man a und c, A und G 
tauscht; die vierte aus der ^tten durch Yertauschnng von b und c, B und u. s. w. 
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d. h. 

sinskCossLsinh = 9ina,eo8hco8Q8inA-i-€im,8znCc08A^ 
oder wenn man mit aina, dividirt: 

cossLsinB = cosbsinA coaC 4- cosAsinCy 
coahainA = cosAsinB cosC + cosBsinCf 
cossisinC = co8C8tnAco8B'hcosAeinB, . 
C08 c sin A = €08 a 8in C co8 B -h €08 C 8in B, 
' C08\y8in C = co8(i8inB cosA + cosBsinA^ 
C08 c 8in B = C08 b 8in C cöa A -I- co8 C ^n A. 

IV. Die GleichuDgen (4) sind Gleichungen zwischen den drei 
Seiten und zwei Winkeln; die (5) zwischen zwei Seiten und zwei 
Winkeln; (6) zwischen zwei Seiten und dref Winkehi. Ein Schritt 
weiter wird uns nun die gesuchte Gleichung zwischeii einer Seite 
und den drei Winkeln geben. 

Aus (6) hat man 

C082i8mB = co8\)8inA co8 C + <?m A siriC , 
co8h8inA = C08n,8inB coaO -4- cosB sinCy 

also wenn man diesen Werth in die erste Gleichung einsetzt: 

C08B.8inB=^ eo8SL8inBco8^C H- cosCsinCcosB + cosAsinCf 

C08B,8inB (1 — €08^ C) = C08 C 8in CcosB^- cosAsin C , 

co8z,8inB8in^ C = sin Ccos CcosB-h cosAaifi C , 

€08 a sinBsin C = €08 C ohsB -{- €08 A ^ 

d. h. es ist: 

€08A=^8inB8inC€08Si — €08Bco8C, ] 

m 

€08 B = sinAsin C cos b — oos A cos C , > (7) 
cosC =8inAsinBco8c-- cosAcosBf ) 

der Cosinus eines Winkels ist gleich, dem Produkte 
der Sinus der beiden andern Winkel multiplizirt mit dem 
Cosinus der Seite, welche dem ersten Winkel entgegen 
steht, minus dem Produkte der Cosinus der beiden an* 
dern Winkel. * 



* In der Anmerlu^ng zu §. 4 haben wir die Gleichungen (1) als die nothwen-^ 
digen und genügeuMn Fundamentalgleichungen der sphärischen Trigonometrie 
bezeichnet. Mit demsen>en Rechte konnte man dies auch von den Gleichungen (7) 
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Da die Gleichlingen (7) abeimals einen wichtigen Satz aus- 
drücken, so wollen wir eine zweite Ableitung derselben angeben. 

Da nach §.2, H es immer auch ein sphärisches Dreieck gibt, 
dessen drei Seiten 180"— A, 180" — B, 180"— C, und dessen 
drei Winkel 180" — a, 180" — b, 180" — c sind, so hat man 
nach §. 4 : 

(?o«(180"-A) = c?M(l80"-B).(?M(180"-C) + «n(l80"-B) 

«»(180" - C)(?o«(180" - a), 
d. h. 

— cosA^cosBcosC — sinBainCcossky 

oder 

€08 A = «n B «n C <?o« a — cos BcosC. 

Durch eine ähnliche Umformung gehen die Sätze (6) aus (4) 
hervor. 

§.8. 

ümformang. 

Aus (7) folgt: 

C0SA'\-C08BC08C 
€08 a = -p: . 

sin B sin C 
also wie in §• 6 : 

, __ ^JnBsin C •+- cosA-^cosB cosG _ cosA + €08 (B — C) 



2oM'ia = 



sinB sin G sinB sin C 

_ 2(?(?gKA + B — C)go^KA — B + C) 

sinBsinC 



sagen , da ans diesen ebenfalls alle andern abgeleitet werden könnten , was man 
durch ein Zurückgehen durch (6), (5), (4) erlangen würde. 

Was femer die gleichfalls berührte BeziehuDg dieser Gleichangen mit denen 
der ebenen Trigonometrie anbelangt, so entsprechen die Formeln (2) den Formeln 
(dO) in S. 27 der ersten Abtheilnng, die (3) den (32) in g. 27; die im §. 9 hier noch 
abgeleiteten Formeln (9) entsprechen den (35) in §. 28, die (10) den (33) in §. 27. 
Was die (7) anbelangt, so entsprechen sie der Formel A+B+C=180° der ebenen 

1 a' 

Trigonometrie; denn man zieht ans ihnen , indem eo«a=l — ^ "t"^"** ^ 

2 r 
r = QC za 0o«a = 1 wird : 

eo8A=:-^eosBeoiC-hiinB 8inC= — co#(BH-C), ca«B= — eo*(A4-C), 

eo8C= -<Jo«(A4-B), 
also nothwendig A + B + C = 180^ 



Die trigonometrischen Funktionen der halben Seiten. 
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'. j^ _ sinB stnC—cosA—cosB coaC _ ooiA-h cos (B + C) 
^ sinBsinC sinBsinC 

sinBsinC 

Setzt man nun 

A-+-B-+-C=2S, 
also A + B-C = 2S — 2C, 

A-B + C = 2S-2B, 
B + C-A = 2S-2A, 

so hat man folgende Gleichungen : 



sin^B, 



sin^h 



sinhc 



coa^,3L 



cosirh 



€08 \C 



tgk 






— cos S cos (S — A) \ 
sin B sin G 



— cos S cos (S — B) 
«2n A ^n C 



— cos S CQg C^ — C) 

sin A sin B 



co*(S-B)öoä(S-C) 



^'nB^nC 



(?o«(S-A)(?ö«(S-C) 



sin A sin G 



co aCS— A)(?Q^(S-B) 
^nA^'nB 



(8) 



— CO« S CO« (S — A) 



tg\\i 



tgh^ 



Vi 



co«(S-B) co«(S-C) 



— (7ö5Scöä(S — B) 



C(?«(S— A)(?o«(S-C) 



co«CS— A)(?ö«(S-B) 

in welchen Gleichungen die Quadratwurzel nur positiv genommen 
ist, da Ja, Jb, ^c unter 90« sind. Da nach $. 2 : S = KA+B+C) 
zwischen 90® und 2Y0®; S — A, S — B, S — C zwischen —90® und 
4- 90® liegen, so ist cos S negativ; oo« (S — A), cos (S — B), 
cos (S — C) dagegen sind positiv, die unter dem Wurzefzeichen 



224 I^id Ganssischen Gleichnngep. 

vorl^ommenden Grössen sind also sämmtlich positiv."^ Aus den 
Gleichungen (8) lassen sich die Gleichungen (3) ebenfalls leicht 
ableiten. 

§.9. 

Die Gaossisehen Gleichungen. 
Aus den Formeln (2) in §.6 folgt unmittelbar: 

, _ -1 / sin ' s 8in (s — a) sin (s — b) 

cosiAcosiB= V : :~: — t-ö * 

* * ' stnAstnosm c 

d. h. da sinSf ^nc^ positiv sind: 

.« sinB-i/sinis — a)wws— b) sins . ,^ 

COstAcosiB^^— — V ; 7-T =-: — «»jC. 

* stnc sznsisinh sine 

Eben so 

.SA . .-« OTw(s— -c)'i/«m(s— a)»m(s — b) a2w(s-c) . .^ 

sin\AsiniB = : V : 7-7 = ; stn^L^. 

eine sinsismo stnc 

• 4A 4-^ sinCs — b) -i/sins . sin(,s — c) »tn(s — b) .^ 

«niA<?M4B=- — : V : ^-T = : €08 ^C^ 

* Stnc ' ^}na^nb stnc 

. A . -^ sinCs — sOi/sins.sinis — c) sinis — a) .^ 
coskAstniB = : V : TT — = : cosiij. 

* * stnc ' ^na^nb stnc 

Daraus folgt: 
coskAcoskB H- sinhAsin\B = — r^— • [«ns + sinU -^ c)l 

sin\C « • /- < ^ I «w|C , ,. ... 
2^nic(;o^^c »znjc 



* Ancli hier, wie in §. 6, lassen sich diese Sfttze umgekehrt aus (8) ableiten. 
Zunächst nftmlich müssen ea S und die drei GrOssen cot (S — A) , eo9 (S — B), 
eo«(S ~ C) von verschiedenen Zeichen seyn, letztere drei also dasselbe Zeichen 
haben. 

Wftren nun 

cm(S-A)<0, co*(S-B)<0, coä(S-C)<0, «mS>0, 
80 mOsste S zwischen 0° und 90° liegen, da S]>0 und •<270° ist. Alsdann 
aber kl)nnten S — A, S — B, S — C unmöglich über 90° seyn, also müssten alle 
drei unter —90°, d. h. negativ seyn, was unmöglich ift, da ihre Summe S 
positiv ist. 

Also ist 

cm(S-A)>0; öo«(S-B)>0, cöt(S-C)>0, cotS<0, 
d.h.S-:-A, S-B, S-C liegen zwischen - 90° und 90°, S>90°. 
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(erste Abthlg. §. 16), da s — ^c = Ka + b-l-c)— Jc = Ka-^b); 
also, da coa^Acos^B -{- sin^AsiniB = co8{(A — B) : 

C08\(A — B) = «ViUa + b) -r-7~ . 
Eben so: 
(;o5^A <?ö«^B — «enJA^n^B = — r^— [wns — «2w(s — c)] 

ö?W c 

= ^ . , — -.2ööaKa-^b).«2nJc = co*4(a + b).— ^, 



(?0«^ (A + B) = C0B\{2i. -f- b) 






_^cob\Q 



min\Aco8^-\'COB\A9in\iB = — -r— [«iw(8 — b) + «in(s — a)] 

SZwh C 



cf(?«|C 



2«2n4c<7o«jc 



.2stn[s — |(a + b)] t?ö« J(a— b) 



<Jo«4C . , • . ,v (7ö«4C.{7ö54(a— b) 



«iw 4 (A + B) = cö^ 4 (a — b) — 7— . 

««wJAcoäJB — öo«JA«£niB= — :-^—[^8in (s — h) — «/w(s — a)] 
cosXG 



I 



~ ^ . . ;r" .2t?o»9[8 — 4(a-4-b)].5m4(a-- b) 

= -r-77.«wKa — b), 

«w 4 (A — B) = sin 4 (a — b) . ^ . 
*^ '^ *^ ^ ^wjc 

Man hat also folgende Gleichungen: 

sin^(A-hB)co8^c = co8i(a—h)€OS^Cj 

8in^(A'hC)€os^h = co8^(si—c)co8^B, 

8in^(B'i-C)cos^B, = €08^(h—-c)co8i^A, 

5/nJ(A— B)^wJc = «ewJ(a— b)co«J.C, 

«enJ(A— C)ÄiwJb = «nJ(a— c)co«iB, 

eiwJ(B— C)«in|a=«m|(b — c)(?ö«JA, 

Dienger, Trigonometrie. ^^ 



(9) 
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<?ö«J(A4-B)<?ö«Jc = <?öÄ$(a4-b)«iw^C, 

€0S\(B-hC)C08iSL = C08i(h-\-c)8mlAi 

C08^{A-'O 8in^h = 8ini(ai-\-c)8in^B y 
C08^(B — C)8in{a,=:8ini(h-hc)8in{A. 

Durch Division zieht man hieraus: 



^^KA-I-B) = 



C08i(aL — b) 
{7o«^(a-+-b) 



cotffiC, 






«(A-B) = '»l^^^^ 



cotg^C, 



^n^(aH- b) 

Ä^w f (a 4- c^ 
^ < /T^ i-.\ 8in i(h — c) ^ , . 



tffH^ + <^) = 



co«i(A— C) 



. i/v, > ^ C08{(B-C) 



tsib, 



co«KB+C)*^'^' 



(9) 



^ 1 / u\ «mi(A— B) 
, ,,. . «mUB-C)^ , 

'^^(*'-«>=.i4(BTc7'^^'' 

Die wichtigen Fonneln (9) hat Mo 11 weide in der „monatlichen Korrespon- 
denz^ 18. Band« S. 399 aufgestellt; sie werden jedoch gewöhnlich die Ganssi- 



(10) 
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sehen Gleichungen genannt, da Gauss sie gleichzeitig in der Theoria motus 
corporum coelestium pag. 51 aufstellte. 

Die Gleichungen (10) pflegen die Nep ersehen Gleichungen genannt zu 
Verden. Den ob^n mitgetheilten Beweis derselben scheint zuerst Matz ka (Pro- 
fessor an der UniversitAt Prag) gefunden zu haben. Man vergleiche desshalb die 
7, Auflage der Yeg ansehen Vorlesungen, . zweiter Band, S. 245.. (Wien, 1835.) 

§.10. 

Ableitung einiger geometrischen Sätze 'aus den erhaltenen Gleichungen. 

Ans den Gleichangen (9) lassen sich nun zunächst einige 
wichtige Sätze ziehen. 

I. Aus 

ein ^ (A — B) ^n^ c = sin ^ (a — b) <jö« J C , 

folgt, dass wenn A>B, also J (A — B) positiv ist, anch sin ^ (a — b) 
positiv seyn muss, da es dann «/wJ(A — B), «m^c, C08\C sind; 
also ist alsdann auch a>b. Ist umgekehrt a>b, so muss auch 
A > B seyn , da dann ein ^ (A — B) positiv seyn muss. * 

Man schliesst hieraus, dass in einem sphärischen Dreiecke der 
grossem (kleinern) Seite auch der grössere (kleinere) Winkel 
entgegen steht und umgekehrt Daraus folgt von selbst, dass wenn 
zwei Seiten einander gleich sind, auch die ihnen entgegen stehenden 
Winkel gleich seyn werden und umgekehrt. 

Für a = b folgt aber aus (10) : 
undftirA=:B: tg^ = ^^. 

n. Aus 

cos^iA-h B)oö* Je = cos^ia, + h^sin^C 

folgt, da cos^Cj «mjC immer positiv sind; J (a + b) und J(A+B) 
nicht über 180^ hinausgehen, dass 



(11) 



* Es könnte allerdings m|(A — B) auch positiv seyn, wenn A<;B; nur 
müsste dann J(A — B) unter — 180®, also A— B unter -360® liegen, was 
sicherlich nicht der Fall ist. 

16 • 



A 



228 Das rechtwinklige und rechtseitige Dreieck. 

wenn|(A4-B)<90^ also <?öÄf(A+B) positiv ist, auch ^roÄ^a+b) 
positiv, also ^ (a + b)< 90^ seyn muss; 

wenn J(A+B)>90", also t?ö5i(A-l-B) negativ ist, auch (?o«J(a4-b) 
negativ, also ^ (a -h b) > 90** seyn muss; 

wenn i (A 4- B = 90\ also cos ^A 4- B) Null ist, auch cosi (a+b) 
Null, also J (a 4- b) = 90" seyn muss. 

Daher schliesst man hieraus: 

Sind zwei Winkel zusammen kleiner, gleich, grösser als 180^ 
so sind die ihnen entgegen stehenden Seiten ganz in demselben Falle, 
und umgekehrt. 

§.11. 

Das rechtwinklige und rechtseitige Dreieck. 

Wir haben im Vorstehenden keinerlei besondere Voraussetzung 
in Bezug auf die Grösse der Winkel oder Seiten gemacht; doch mag 
es hier von Interesse seyn , den Fall zu untersuchen , wenn Seiten 
oder Winkel = 90" sind. 

I. Sey A = 90", so folgt nun: 

€08SL = co8hco8C aus (1), cotffC=cotffcsin})f ) ^ 

stno =8tn^etnB aus (3), cotffB^^cotgosinCy 

sin c = sin a sin C aus (3), 

tgh=tffa.eosGy \ cos2isinB=coshcosCj 

cosh sinc=sinB,cosB, ( . cossisinC=cosccosB,. ^^^ 

j^ T» /aus (4), u • n ^ -D >aus(o), 

tgc=tgaLCosB, i ^ ^' co8DSznC=cosB, ' 

cos c sin b = sin a cos C, ) cos c sinB ==■ cos C, 

1 =^tffBtgCcosa. aus (7). 

Aus den Gleichungen cotgB = cotghsinc und cotg C = cotgc 
sinhf folgt, weil sinh und sine positiv sind, dass wenn B<90" 
auch b < 90"; wenn B > 90" auch b > 90" und umgekehrt. Eben 
so verhalten sich C und c; man hat also: 

B^90" auch b^90", 0^90" auch c^90". 

Diese Beziehungen folgen übrigens auch aus §.10. IstB<90", 
so ist, da A = 90", A -I- B < 180", also a -f- b < 180"; da ferner 
B < A, so ist auch b<a, also muss nothwendig b<90"» da sonst. 
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wegen a > b, a 4- b > 180® wäre. Ist B = 90®, so ist A -4- B 
= 180®, also a4-b = 180®, und da A = B, so ist auch a = b, also 
a = b = 90®; ist identisch B>90®, so ist A + B>180®, also 
aH-b>180®, und daB>A, so ist auch b>a, mithin b>90®, 
da für b^90®, und a< b, a + b< 180® wäre. In derselben Weise 
findet man die Beziehung zwischen C und c. 

Aus der Gleichung C08b. = coahcoac folgt, dass a<90® seyn 
wird, wenn b und c beide <90® oder beide >90® sind; a wird 
= 90® seyn, wenn b oder c es ist; endlich a> 90®, wenn eine der 
Seiten b und c grösser, die andere kleiner als 90® ist. 

n. Sey A = 90®, B = 90®. Nach §. 10 ist alsdann auch a=b, 
also da A + B = 180®, mithin auch a + b = 180®, ist a = b = 90®. 
Da ferner die Gleichungen in I immer noch gelten » wenn nur 
B = 90® gesetzt wird, so ist jetzt 

€Osc=^ cosC^ sine =sinC9 
also c=C, wobei jedoch C (wie c) willkürlich bleibt. Man wird 
sich, wenn man diesen Fall durch Zeichnung darstellen will, leicht 
überzeugen , dass die Spitze G der so genannte Pol des durch AB 
gehenden grössten Eugelkreises ist, d. h. derjenige Punkt, der von 
letzterm Kreise nach allen Richtungen um 90® absteht. 

Von den Gleichungen in I sind keine beizubehalten, als 
die eben angegebenen, da für A=:B = a = b = 90® alle andern 
identisch erfüllt sind. 

III. Ist A = B = C = 90®, so folgt aus ü, dass auch a = b 
= c = 90®ist. 

rV. Sey a = 90®, so hat man: 

tffhfffccosA^ — l^ \ €08\)=^ — tffCcotgA9\ 

co8h = 8inc€08B^ J aus (1). €0tffh = 8inC€0tffBi f 

C08 c = 8inh C08 C. ) co8Q = — tgB cotgKl * ^ ^' 

8inB=8inb8inK, cotffC = 8inB€OtgC. ) 

8inG = 8inc8inA, \ ' C08h8inA:=€08B8tnCf) ,^. 

' . A n • T> } 3,US (6). 

co8hco8C='—8incco8A,\ . C08G8tnA=C08L8inB,) 

co8Bco8C=—8inheo8Ajj * co8A = -— co8Bco8Ct aus (7). 

Aus cosh = 8inc co8Bj C08 c = 8in b co8 C folgt wie in I, 
dass wenn • ^ 

b$90® auch B^90® c$90® auch 0$90® 
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and umgekehrt sey, welche Beziehungen übrigens auch ans §. 10 
unmittelbar abgeleitet werden können. 

V. Sey a = b = 90^ so ist nach §. 10 auch A = B = 90* und 
man hat den Fall II; dessgleichen IH wenn a = b = c = 90*. 

VI. Sey A = 90^ a = 90^ Aus (1) folgt jetzt: 

d. h. entweder <?o«b = , oder €0sc = 0, mithin entweder b = 90*^, 
oder c = 90°. Ist nun b = 90^ so ist nach Nr. 5 auch B=90^ und 
C = c; ist c = 90°, so ist auch C = 90° und B = b. Also wird jetzt 
das Dreieck nothwendig zwei rechte Winkel haben, mithin der Fall 
II oder V eintreten. 



Zweiter Abschnitt. 
Auflösung der sphärischen Dreiecke. 

§. 12. 

Drei Seiten gegeben. 

In einem sphärischen Dreieck sind die drei Seiten a, b, c ge- 
geben; man soll die drei Winkel A, B, G desselben berechnen. 

(Diese Aufgabe ist offenbar identisch mit der: aus den bekann- 
ten Eantenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die ihnen entgegen 
stehenden Flächenwinkel zu berechnen. Aehnliches gilt für die 
folgenden Fälle.) 

Die Rechnung wird nach den Formeln (2) in §. 6 zu führen 
seyn, worin die Wexthe tff^A, t^^B^ ^ffiG im Allgemeinen das 
sicherste Resultat geben. Wenn man jedoch will, so kann man 
ganz unmittelbar die Formeln (1) anwenden. Man hat 

008 d,=^€03h €08 c + 8in b sin c cos A. 

Mau bestimme nun den Winkel a so dass 



coshcosc 

tga=^ ; , cos\>co8C^=sim,tgtt. 

sina, *^ 



so ist 



! 
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. 008 a — €06 b C08 c C08 9i, — 8m a.tga 

€08 A = = 7— r — : — ^ — 

8inh8mc 8inh8mc 

__ €08 a €08 a — 8in a 8in a _ C08 (a -4- a) 



8inh8inc,co8a 



einhsinccosa' 



Eben so wenn 



, - €08Si€08C . üo«a(;o^b 



einh 



8%no 



€08 



„ CöaCjS + b) ^ co«CyH-c) 

Jd = — -z , €08 L» = 



^ew a 8in c co« ^ ' sin a S2n b co^ y ' 

Ist eine der gegebenen Seiten z. B. a = 90°, so hat man zur 
Bestimmung der Winkel nach §. 11, IV: 

_, €08\) ^ €08C . . X. . 

€08B =— — , co«C = -7— Ti co8A=^ — €Otgb €otg c y 

oder dieselben Formeln wie vorhin. Wir wollen nun einige Bei- 
spiele berechnen. 

1) a = 72M4'26", b= 110° 18'20", c = 48^50' 42". 
s = Ka+bH-c) = 116*^41'44". 
8-a = 43«27'28", s-b=:5"23'24", s-c = 66°51'2" 

%dm(s-b) = 8-9728253 Zo^«n(s~a) = 9*8374524 

log8in(ß—6) = 9-9636435 logsinU-c) = 9-9635435 

Elogsins = 0-0462218 Elog8ins = 0-0452218 

Elogsinis-B,) = 01626476 Elogsinis-h} = 10271747 



191441382 

Zo^^^JA = 9-6720691, 
JA = 20<»28'15-8" 
A = 40*»56'31-7" 



20-8733924 

Zo^^^iB = 10-4366962, 
iB= 69°54'l7-8" 
B=139"48'36-6" 



%«n(s — a)= 9-8374524 

log8inis-h')= 8-9728253 

EZo^dm8 = 0-04552218 

Elogsinis - c) = 00364566 

18-8919660 

Zo^^i = 9-4459780 
^0 = 15^36' 6-7" 
" = 31 «12' 13-5". 
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2) ä = 90«, b = 133«0'18", c = 122»0'43" (§.U). 

logcoa\> = 9-8338239 (-), logoo8c = 9*7243545 (-), 

E%««c = 0-0716361 E%OTnb = 01359078 

%co«B = 9-9054600 (— ) logcoa = 98602623 (— ). 

B = 143«33'0-7". = 136«27'30". 

%<Jo«^b = 9-9697319 (--) 
log eotg c = 97959906 ( — ) 
hg 008 A = 9-7668225 ( - ) 
A = 125 "40' 0-9".* 

3) a = 90», b = 90*, c = 87*24'36". 

8 = f (a + b 4- c) = 133«42' 18". 
8— a = 43''42'18", s — b = 43''42'18", s — c = 46'l7'42". 

%«m(s— » = 9-8394438 ?o^«n(8—a) = 9-8394438 ^ 

logainia — c) = 9-8490823 log sin (8 - c) = 9-8590823 

E%Mn8 = 0-1409177 E%«ns = 0-1409177 

ElogainCs - a) = 0-1605562 ElogsinCs - b) = 0-1605562 

200000000 20-0000000 

logtgiA = 10-0000000 logtg^ß = 10*0000000 

}A = 45", ^B = 45''. 

A = 90''. B = 90«. 

log sin (s — a) = 9-8394438 

%«n (8 — b) = 9-8394438 

E%«n8 = 0-1409177 

E log sin (8 - c) = 01409177 

19-9607230 

%«^jC = 9-9803615 
JC = 43*42'18" 

C = 87«24'36"(§.ll,m). 
Zur üebnng legen vir vor: 

(a =47''45'39", b = 69*49'19", c = 80»17'36", 
jA=48''24'56", B=71"29'46", C=95n3'26". 

(a =120 «56' 35", b = 85 "36' 50", c = 59''55'10", 
iA= 129«47'56", B=63«15'12", C=50M8'20". 



C08 b eot -fc •» ^ 

* eoiB = —, — , öotCss -r-r'i co$k— — co»Beo9Q= — eotghcotgc. 
8%nc «tnb 
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Zur Kontrole der richtigen Rechnnng wird man etwa die For- 
meln (9) in §. 9 oder auch (3) in §. 6 benützen können. 

§. 13. 

Drei Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind alle Winkel gegeben; man 
soll die drei Seiten berechnen. - 

Für diesen Fall dienen die Formeln (8) in §. 8. Ist einer der 
Winkel, z. B. A ein rechter, so kann man sich derselben Foroieln 
oder der in §. 11, 1 aufgestellten bedienen. 

1) A=69''4'25", B = 94»23'10", C = 120»4'50". 

S = KA+B + C) = 136''46'12-5" 
S-A = 77»4r47'5", S-B=42''23'2'5", S-C=16''41'22-5". 

loffcoeS = 9-8624961 loffcosS — 9-8624961 

%co»(S — A)= 9-3285622 %eo«(S — B) = 9-8684348 

EloffcoaiS - B) = 0-1316662 Eloffeo8(ß - A) = 0-6714378 

EloffcoaCß - C) = 00186913 EloffeoajS - C) = 0-0186913 

19-3413148 20-4210600 

l0fftffi& = 9-6706674 lofftffih = 10^2105300 

Ja = 26*6' 1-60" b = 58 "22' 24-43" 

a = 50»12'3-2" b = 116"'44'48-9" 

%<!0*S = 9-8624961 

loffcos (S - C) = 9-9813087 

E loff cos (S - A) = 0-6714378 

Eloff cos (S — B) = 0-1316662 

20-6468078 

%/^Jc = 10-3234039 
Jc = 64''35'60-18" 
c = 129» 11' 40-3". 

2) A=:90«, B = 63" 16' 12", = 135«33'39". 

% CO« B = 9-6632574 %co«C = 9-8536947 (-) 

E loff sin C = 0-1548079 E loff sin B = 00491460 

Zö<;rco«b = 9-8080653 Zo5r<;o»c = 9-9028407 (-) 

b = 60*0'6" c = 143*6'10-6 
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loff€otffB= 9-7024034 
logcotgC^ 100085027 (-) 
loff€08B.= 9-7109061 (—) 

a=I20<»65'34". 

Zur Uebung legen wir vor: 

= 40«56'31-8", B= 139°48'35-4", C = 3in2'13-6", 
[a = 72«»14'26", b = 110®18'20", c =48'60'42". 
(A=90^ B=:60«2'r', C = 92*»8'23", 

ia = 9P47'40", b=:50«0'0", c = 92^47' 32". 

Auch hier könnte man dnrch Einfühmng von Hilfswinkeln die 
Aufgabe lösen. Man hat nämlich-: 

cosA-h cosBcosC 

8tn B 8tn U 

man bestimme nun a aus 

cosBcosC 

^ 8tnA 

so ist 

^^coaA-h sinAtffa _ cö«(A — «) 

sin B sin C sin hsin C cos a ' 

Eben so wenn 

^ ^ cos A cos C ^ cosAcosB 
"^^^—^ü^^ '^^^'-^Tn'C-'' 

cosiB — ß) cos (C—y) 

cosb = -r-T — r-rq ^, COSC = 



sin A sin G cos ß sin A sin B cos y 

§. 14. 

Zwei Seiten and der Ton ihnen gebildete Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b, c 
nebst dem von ihnen gebildeten Winkel A; es sollen die übrigen 
Stücke gefunden werden. 

Aus den Formeln (10) in §,9: 
folgt ^(B 4- C) upd J(B — C), woraus dann B und C erhalten werden. 
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Die fehlende Seite a kann man ans einer der folgenden Formeln, 
die ans (9) nnd (10) sich ergeben, ableiten: 

, cosUh — c) . . cosUh-hc) . , . 

. . «n^(b — c) .. 8ini(h-^c) . . . 
* «nJ(B— C) ^ coa^iB—C) ^ 

Fü^b^-c=180"istauch(§.10)B-l-C=180^KB^-C)=90^ 
so dass man blos ^ (B — C) zu berechnen hat (wobei b > c voraus- 
gesetzt wurde.) Für b = c ist auch B = C , also B -1- C = 2B, 
B — C = 0. Die erste Formel gibt in diesem Falle B. [§. 10, 
Formel (11)]. 

Ist A = 90", «0 kann man immerhin in derselben Weise ver- 
fahren, oder auch die Formeln des §.11 anwenden : 

cos a = cos b cos c , cotff C = sin b cotg c , cotff B = sin c cotff b. 

Will man im allgemeinen Fall a unmittelbar erhalten, so hat 
man nach (1).: 

cos a = cos b cos c H- sin b sin c cos A. 

Man bestimme nun a durch die Gleichung 

tffa = tffhcosAf sinhcosA^^coshtga^ 
so ist 

cosA = coshcosc -f- sinccoshtga = (cosccosa + sincsina) 

^ cosa 

cosh cosia—a) 

cosa 

. Man kann noch eine zweite Hilfsformel zur Bestimmung von a 
in folgender Weise aufstellen : 

cos2k = coshcosc 4- sinhsinccosA 

= coshcosn -hsinh sin c(l — 2 sin^^A) 

= coshcosc -f- sinhsinc — 2^nb^ncm'^ A 

=zcos(h — c) — 2sinhsincsin^{A. 

Also 

1 — 2Mw^^a= 1 -— 2«2w^J(b — c) -—2 sinhsinc sin^^A 
sin^^a. = sin^^(h — c) -\- sinhsinc sin^^A, 



A 
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Man bestimme nmi <p so, dass 

siniA'^sinhsinc ... . j, a • »i/u \* 2 

80 ist 

«n'4a = «VUb-c)[l + <^>] = ^^^^^ifc^, 



8in\2L=^ 



cos'qt 
sin i (b "^ c) 



€08 (p 

wenn 9) zwischen und 180® gewählt ist, in welchem Falle cosq> 
nnd sin 7 (b — c) dasselbe Zeichen haben. Für b = c wäre einfach 
sin^isL=isin^h sin^^A; sini^=^sinbsin^Aj wie sich anch ans 

sinisL= — ttt; — 7~«niÄ för b = c, also B = C findet 
^ cosi(B—C) ^ 

Anch die zwei Winkel B nnd C könnten vermittelst Hilfswinkel 
berechnet werden. Man hat nämlich nach (5): 

. ^ cotgh sine— cos c cos A , ^ cotacsinh — coshcosA 

cotffB = -^ — — r-T , cotffC = —^ r-T . 

^ stnA sinA 

Man bestimme nnn ß and y (zwischen nnd 180®) dnrch die 
Gleichungen : 

tg ß = cos Atgh ^ tgy = cosAtgQ^ 
also 

cotgh = cosAcotgßy cotgc = cosAcotgy^ 

so erhält man 

nnß ' ainy 

b = 140»7'66". c = 91''47'40", A= 129»67'59", aUoJ(b + c) 
= 115«57'48", Kb-c)=24''10'8", iA=64»58'56'5", 

%co«Kb-c=9-96015r9 %«ni(b—c) =9-6121772 

%co<^JA=9-6690051 %co«^JA=9-669006l 

E%(;ogKb+c) =0'3587283( — ) E%OTnKb+c) = 0-0462044 

Zo^/I^KB+C)=9"9878913(-) %<;<^i(B-C)= 9-3273867 

i(B+C)=136''47'65-2" J(B-C)=ll''69'51-6" 
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%«^i(b — c)= 9-6620192 

loffsin{(B + C)= 9-8433460 

E loffsini (B — C) = 0-6822053 

lofftgi&=: 10-1175705 

ia= 66'*23'59-8" 
8=112" 47' 69-6" 

KB + C) = 136»47'56-2" 
i(B - C) = ll''59'5r5" 
durch Addition: B = 147''47'46-7" 
durch Subtraktion: C = 123"'48' 3-7". 

Zur üebung mögen dienen: 

b = 116*44'49", c = 129''ll'40", A=59*4'26", 
|B= 94 »23' 10", C=120» 4' 60", a = 60«12'4". 

b = 129'57'59", c=:87''61'37", A=88''12'20", 
[B=130« 0' 0", C= 87 »12' 28", 8 = 90". 

b = 50"0'0", c = 92''47'32", A = 90", 
|B=50"2'1", C = 92* 8'23", a = 91«47'40". 

« 

§. 15. 

Eine Seite and die anliegenden Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben eine Seite a nnd 
die zwei an ihr liegenden Winkel B, C; man soll die übrigen Stücke 
berechnen. 

Aas §. 9 hat man, wenn B > C, 

hieraus erhält man i(h-{-c), ^(h — c), also b und c; der Winkel A 
ergibt sich dann nach (9) in §.9; wenn man dort coaJA, sin^A 
oder ^^^A bestimmt. 

Man kann den fehlenden Winkel A übrigens auch unmittelbar 
finden. 

Aus (7) folgt: . 

co8A^= — cosBcosC -hsinBsinCcosak; 
man bestimme nun den Winkel g) so dass 



t«*»' •» 



238 Zwei Seiten und ein entgegen stehender Winkel gegeben. 

tffg>=^tffB€08Ski sinBco8A^=€08'Btffg>i 
so ist 

€08 A= —€08Bco8C'^8inCeo8Btff<p= (sinCsing)— co8Cco8q>) 

— C08BC08(g) "i- C) 
C08<p 

Die Seiten b and c lassen sich ebenfalls in anderer Weise 
finden. Aus (5) folgt: 

C08B.C08 C -l-«ew C cotgB , co8 a co8B + sin B cotgC 
cotgh=^ : ^— , cotffc = ; ^— ; 

man bestimme also die Winkel a, ß derart, dass 



cotgB . - cotgC 
tga=^ — - — , taß = — - — 

€08 A €08 SL 



so ist 



, - €otg^ €08(C — a) , ootgsk co8(B—ß) 

cotg\> = — ^ ^^ -, cotgc = — ^ ^ ^-^. 

^ cosa ' ^ cosß 

Ist a = 90^ so hat man nach §.11, IV: 

€otffh=^8inCcotffB, cotffc=^8inBcotffCi coäA= —cosBcosC. 

Für B = C ist auch b = c und also : 

woraus b (und also anch c) folgt. 

Da die Rechnung ganz der in §. 14 ähnlich ist, so mögen blos 
Beispiele zur üebnng vorgelegt werden. 

a = 120''56'35", B=63»15'12", C=50''48'20", 

|A=129»47'56", b = 85 "36' 50", = 69' 55' 10". 

a= 90«, B=143»33', C = 136''27'30", 

[A= 125''40', b = ISS'O' 18", c = 122''o'43". 

§. 16. 

Zwei Seiten und ein entgegen stehender Winkel gegeben. 

In einem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten und ein Winkel 
gegeben, welch letzterer einer der gegebenen Seiten entgegensteht, 
also a, b, A; man soll die übrigen Stücke des Dreiecks daraus be- 
rechnen. 
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Man hat zanächst nach (3): 

. V» sinhsinA 

8tnB= ; . 

azna. 

Aus dieser Formel ergeben sich zwei Werthe von B, wovon 
der eine zwischen and 90^ der andere zwischen 90^ und 180® 
liegt (vergl. erste Abthlg. §. 32). Wir müssen hiebei nun folgende 
drei Fälle unterscheiden : 

L a-l-b<180^ also auch A4-B<180^ (§. 10.) 

a<b, also auch A<B, mithin B spitz oder stumpf, 

1)A<90°/ (zweideutig), 

^ ia = b, also auchA=B,mithinB<90^ (unzweideutig), • 

fa>b, „ ,, A>B, •„ B<90°, 

a<b, also auchA<B,istunmögl.,dasonstA4-B> 180®, * 
2)A = 90«(a=b, „ „ A=B, „ „ ,', „ A-+-B^180®, 

a>b, „ „ A>B, mithin B<90® (unzweideutig). 

[a<b, also auch A<^,istunmögl., da sonst Ah-B> 180®, 
3)A>90®a=b, „ „ A=B, „ „ „ „ A+B>180®, 
|a>b, „ „ A>B, also B> 90® (unzweideutig). 

IL a -f- b = 180®, also auch A H- B = 180^ 

(a<b, also auchA<B, also B nur stumpf, damit A+B 
1 j A <. yu" ( ^ ^^^"^ (unzweideutig), 

|a=b, also auch A=B,istunmögL,dasonstA4-B< 180®, 

;a>b, „ „ A>B, „ „ „ „ A-t-B<180®, 

a<b, also auch A<B,unmögl., da sonst A-f-B> 180®, 
2)A = 90®Ja=b, „ „ A=B, also B= 90® (unzweideutig), 

a>b, „ „ A>B,unmögl., da sonst A-t-B< 180®. 

a<b,alsoauchA<B, unmöglich, da sonst A+B > 180®, 
3)A>90®/a=b, „ „ A=B, „ ,„ „ Ah-B>180®, 

a>b, „ „ A>B,mithinBblos<90®(unzweidtg.). 

m. a-i-b>180®, also auch A-4-B> 180®. 

a<b, also auch A<B, also B> 90® (unzweideutig) , 
l)A<90®^a=b, „ „ A=B, unmögl, da sonst AH-B< 180®. 

a>b, „ „ A>B, „ „ „ AH-B<180®, 



240 Zwei Seiten und ein entgegen stehender Winkel gegeben. 

Ia<b,al8oaüch A<B, B>90®(im2weidentig), 
a=b, „ „ A=B,unmögl., da sonst A-l-B=180*, 
a>b, „ „ A>B, „ , „ „ A-hB<180^ 

Ia<B, „ « A<B,B>90® (unzweideutig), 
a=b, „ „ A=B, B>90* „ 

a>b, „ n A>B, B . kann beide Werthe haben 
(zweideutig). 

Mithin hat man zweideutige Falle nur, wenn zugleich: 
a4-b<180«, A<90^ a<b; oder a + b>180«, A>90«, a>b. 
In diesem Falle ist aber die Auflösung nothwendig zweifach. 

Aus 

. ^ sinhsinA 
stnB = : 

8tnSL 

folgt för A<90^ a<b, a-^b<180^ nothwendig ein spitzer 
Winkel B, der grösser ist als A, also ein stumpfer, kleiner als 
180® — A, mithin beträgt der stumpfe Winkel B mit dem Winkel 
A noch nicht 180^ 

Für A>90^ a>b, a + b>180* folgt für B ein stumpfer 
Winkel, kleiner als A, also ein spitzer grösser als 180®— A, mithin 
beträgt der spitze Winkel B mit dem Winkel A mehr als 180®. 

Natürlich kann es sich ereignen , dass bei beliebig gewählten 
Angaben ein Dreieck unmöglich wird (vergl. erste Abthlg. §. 32). 
Es wird dies geschehen, wenn ^nB > l ausfallt 

Hat man B berechnet, so kennt man jetzt in dem Dreiecke: a, 
b, A, B und findet c, G aus den Formeln (10) des §. 9. Sind beide 
Werthe von B zulässig gewesen , so erhält man natürlich auch zwei 
Dreiecke zur Berechnung. 

Sey z. B. a = 37®48'20", b = 50®32'40", A = 40®36'50". 

loffsinh = 9-8876835 
lo^ sin A = 9-8135531 
E lo^ sin a. = 0-2125511 
loffsinB = 9-9137877 
r56®4'47-4" 
• ll24®65'12-6". 
Es gibt also in diesem Falle zwei Dreiecke , in denen a, b, A 
dieselben Werthe haben. 
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Ffir daserstere ist nun: 

l(b4-a)=.44'»l0'30",Kb-a)=6"22'10",KB-A)=7''13'58-7", 

KBH-A)=47''60'48-7", 



%«ni(b+a)=9-8431407 

logtg^Cß—A) — 9-1035098 

E log ein J (b - a) =0-9649 160 

logcotg\C=9-Q0\bm5 

iC=51''26a7-53" 
C=102»52'35-l" 

Für das zweite ist: 

|(b+a)=44n0'30",Kb-a)= 

KB + A) = 

log8in\{\i+a)= 9-8431407 

logtg{{B—A)= 99567711 

E%«wKb-a) = 0-9549160 

%co<SfiC= 10-7548278 

iC=9»58'27" 
C=19''56'64" 



logain\(ß+K) 

logtgi(h—a.) 

Elog8ini(B—A) 

logfg\c 



\c. 



c= 



9-8700255 
9-0477731 
:0-8999600 
9-8177586 

33''18'59-8" 
66''37''59-6" 



6<'22a0", ^B- A)=42*9'1 13", 
: 82*46' 1-3" 

logco8^(B+A) 

logtg{(h+a.) 

Elogeo8{(B—A) 

logtg^c 



9-1000400 
9-9874915 
0-1299746 



C 



9-2176061 

;9»22'll-5" 
18«44'23". 



§. 17. 

Zwei Winkel und eine entgegen stehende Seite gegeben. 

In einem sphärischen Dreieck sind gegeben eine Seite a , ein 
ihr anliegender Winkel B, und der ihr gegenüber stehende A; die 
übrigen Stücke desselben zu bestimmen. 

Man hat 

sinsksinR 



8inh = 



einA 



Hieraus folgen wieder zwei Werthe von b, und man muss, wie 
in §.16 folgende Fälle unterscheiden: 

I. A -h B < 180^ also auch a H- b < 180^ (§. 10). 

A<B, also auch a<b, mithin kann b beide Werthe haben 

l)a<90V (zweideutig), 

^ A=B, also auch a=b, mithin b< 90" (unzweideutig), 



A>B, „ „ 

Dienf er, Trigonometrie. 



a>b, 



« 



b<90' 
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A<B,, ako.anch a<b, immöglich, da sonst a+b> 180 ^ 
2)a=90'^(A=B, ^ ^ a=:b, „ „ „ a^-b=180^ 

A>B, „ „ a>b,b<90® (unzweideutig). 

A<B, also auch a <b, unmöglich» da sonst a-f-b> 180^ 
3)a>90»{A=B, „ „ a=b, „ „ „ a+b>180^ 

A>B, „ „ a>b,b< 90 ^(unzweideutig). 

n. A-l-B = 180^ also auch a-f-b = 180^ 

A<B, also auch a<b, alsob>90^ damit a-i-b=180** 

1 ) a < 90 ^ I (unzweideutig) , 

^ A=B, also auch a=b, unmöglich, da sonst a-f-b<180®, 
A>B, „ „ a>b, „ „ „ a+b<180^ 

A<B, „ „ a<b, „ „ „ a+b>180^ 

2)a=90®(A=B, „ „ a=b,b=;90Hunzweideutig), 

A>B, „ „ a>b, unmöglich, da sonst a'^b<180°, 

A<B, , „ a<b, „ „ „ a+t>180^ 

3)a>90«{A=B, „ . „ a=b, „ „ „ a+b>180^ 

A>B, „ „ a>b,b<90® (unzweideutig). 

m. A-f-B>180^a4-b>180^ 

A<B,alsoaucha<b,b>90^dasonsta+bnicht>180* 
1) a<90® I (unzweideutig) , 

A=B, also auch a=i:b, unmöglich, da sonst a+b<18Ö®, 
A>B, „ „ a>h, „ „ „ a+b<180^ 

A<B, also auch a<b, b>90® (unzweideutig), 
2)a=90°{A=B, „ „ a=b, unmöglich, da sonst a+b=180^ 
A>B, „ „ a>b, „ „ „ a-Hb<180^ 

A<B, „ „ a<b,b>90Hunzweideutig), 
3)a>90«{A=B, „ „ a=b,b> 90 «(unzweideutig), 

A>B, „ „ a>b, b kann beide Werthe haben (zwei- 
deutig). 

Zweideutige Fälle treten also nur dann ein, wenn gleichzeitig: 

A+B<180», A<B, a<90«; A + B>180», A>B, a>90'». 

Dass aber diese Fälle wirklich zweideutig sind, ergibt sich wie 
in §1.6. 
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§.18. 

Rechtwinkliges Dreieck. 

Die in den §§. 12—17 behandelten Fälle umfassen die voll- 
ständige Auflösung der sphärischen Dreiecke. Wir haben das recht- 
winklige Dreieck keineswegs davon abgesondert, da dasselbe natür- 
lich unter die allgemeine Regel fallen muss, wobei wir freilich meistens 
diesen besondem Fall noch besonders erörtert haben. 

Will man die Fälle des rechtwinkligen Dreiecks speziell zu- 
sammengestellt sehen , sp kann man sich folgende Tabelle machen : 

Sey A der rechte Winkel, also a die Hypo- 
thenuse, b, c, die Katheten, so hat man: ' 

1) Gegeben b, c d.h. die beiden Katheten. 
(Allgemein gelöst in §. 14.) 

cQ8a,=^coehco8Cy cotffC^cotffCsinh^ 

cotg B = cotg b sin c. 

2) Gegeben a und b, d. h. die Hypothenuse 'A 
und eine Kathete. (Gelöst in §. 16, wenn A=90^ wobei dann für 
a-f-b<180^ nothwendig a>b, B<90®seyn muss; für a+b=180® 
nur a=b, B=90*^; für a-l-b>180®, nur a<b, B>90®seynkann.) 

C08^ ri * * x. • T> ^'"^ 
cosh ^ ^ «2na 

(B$90^ wenn b^90^ §. 11). 

3) Gegeben B, G d. h. die beiden andern Winkel. (Gelöst 
in §. 13). 

_, ^ cobQ , <?ö*B 

co8^^=-cotg^cotg\j^co8Q,=-—7-^y coah = . -. . 

^ 8inB 8inC 

4) Gegeben b , C , d. h. eine Kathete und der ihr anliegende 
Winkel. (Gelöst in §. 15.) 

Tfc 1. . i-1 ^ ^^t ^ cotgC . 

co8B=cosb8inCi tgak = -^—p=y €otgc = — f-r-' 

5) Gegeben a, B, d. h. die Hypothenuse und einer der an ihr 
liegenden Winkel. (Allgemein gelöst in §. 17, wo A=90®. Für 
B < 90^ also A + B < 180^ also A > B , ist dort,' wenn a < 90^ 
auch b < 90*; wenn a=90^ b<90%- wenn a>90«, b<90^ Für 
3=90^ also A=B kann nur a=b=dO® seyn. Für B > 90®, also 

16? 
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A-^B>180^ nnd A<B, ist wenn a<90^ b>90^• wenn a=90*, 
b>90*»; wenn a>90^ b>90"). 

cotffC^tffBco8a,9 tgc = tffSLC08B^ 8mh=^sin2LsinB, 

(b^90^ wennB$90*»). 

6) Gegeben b, B d. h. eine Kathete nnd der ihr entgegen 
stehende Winkel. (Gelöst in §. 17, wenn man dort die Bachstaben, 
a, b nnd A, B vertauscht Da dann A= 90®, also wenn A+B< 180® 
seyn soll, B<90®, mithin B<A, so wird, wenn b<90®, a zwei 
Werthe haben und b aber nur <90" seyn dürfen; fiirB=90®, also 
A+B=180®, B=A, kann nur b=a=90® seyn; für B > 90®, also 
A4-B>180®, B>A, kann nur b>90® seyn, und a hat zwei Werthe). 

8ina=^—7-r=z9C08C=:tghcotg2kf tg=^ tga^cosB. 
8tnB 

a ist absolut zweideutig, ausser wenn b = B. 

§. 19. 

Allgemeine Beziehangen im sphärischen Dreieck. Uebersicht der bisherigen 

Ergebnisse. 

I. Hat man ein wirkliches Dreieck vor sich, und will gewisse 
fehlende Stücke aus gewissen gemessenen berechnen , so wird dies 
natürlich nach dem Obigen keiner weitern Schwierigkeit unterliegen, 
und man wird auch von vorn herein versichert seyn, dass das so be- 
rechnete Dreieck wirklich bestehe. Denn die gemessenen Stücke 
sind. — der Annahme nach — aus einem wirklichen Dreiecke ent- 
nommen und sind in genügender Zahl, um das Dreieck zu bestimmen; 
die berechneten Stücke sind aus Gleichungen gefunden worden, 
welche jedenfalls richtig sind, und denen die Stücke des vorhandenen 
Dreiecks genügen; man wird also natürlich nichts Anderes erhalten 
können, als eben diese wirklich bestehenden Stücke. 

- Da man in den Anwendungen es begreiflicher Weise nur mit 
wirklich bestehenden sphärischen Dreiecken zu thun haben kann, 
so versteht sich ganz von selbst, dass man die in diesem Abschnitte 
aus einander gesetzten Auflösungsmethoden ohne weitere Bedenk- 
lichkeit wird gebrauchen dürfen. 

II. W^ählt man jedoch die Angaben, nach denen, gerecjinet 
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werden soll, beliebig, so muss man natürlich anf die Fondamöntal- 
beziehnngen achten, die wir früher aufgestellt haben. Sie sind: 

1) In jedem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten zusammen 
grösser als die dritte. (§. 2, L) 

2) Die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks sind zusammen, 
kleiner als 360^ (S.2, IV.) 

3) Jede Seite eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180^ 

4) in jedem spärischen Dreiecke sind die dfei Winkel zusam- 
men grösser als 1 80 \ (§. 2 , V.) 

6) Dieselben drei Winkel sind aber Zusammen kleiner als 540^. 
(§.2,m.) 

6) Die Differenz zwischen der Summe zweier Winkel und dem 
dritten Winkel liegt zwischen — 180** und 180^ (§. 2, V.) 

7) Jeder Winkel eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 1 80^ 
■ (§.5,D. 

8) Dem grössern Winkel eines sphärischen Dreiecks steht die 
grössere Seite, und der grossem Seite der grössere Winkel ent- 
gegen (§. 10). ' , 

9) Sind zwei Winkel eines spärischen Dreiecks zusammen 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180^ so ist die Summe der 
entgegen stehenden Seiten ebenfalls grösser, oder gleich, oder kleiner 

^ als 180 ^ (§. 10.) 

10) Ist die Summe zweier Seiten eines sphärischen Dreiecks 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180^, so ist die Summe der 
entgegen stehenden Winkel eben so beschaffen. (§. 10.) 

11) Sind Seiten (Winkel) einander gleich, so sind es auch die 
entgegen stehenden Winkel (Seiten). Ein gleichseitiges sphärisches 
Dreieck ist also auch ein gleichwinkliges und umgekehrt. (§. 10.) 

12) In einem rechtwinklig sphärischen Dreiecke werden jede 
Kathete und der ihr entgegen stehende Winkel zugleich grösser, 

« 

oder gleich, oder kleiner als 90^ seyn. (§. 11, L) 

13) Hat ein sphärisches Dreieck zwei rechte Winkel, so sind 
auch die entgegen stehenden Seiten gleich 90 ^ (§. 11, IL) 

14) Hat ein sp&ärisches Dreieck eine Seite = 90 ^ so wird jede 
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andere Seite und der ihr entgegen stehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder kleiner als 90® seyn. (§. 11, IV.) 

m. Dies sind die Beziehungen, die man im Auge haben muss» 
wenn man Angaben machen will, die wirklichen Dreiecken entsprechen. 
Verletzt man aber diese Beziehungen nicht, so kann man frei 
wählen. Also : 

a) wenn man die drei Seiten eines Dreiecks beliebig wählt, so 
jedoch, dass die Sätze 1 — ^3 nicht verletzt sind, so kann man daraus 

Fig. 61. immer ein sphärisches Dreieck konstruiren, 

Ä also auch berechnen. Seyen AOB, BOC, AOD 
drei Winkel, die den obigen Bedingungen ent- 
sprechen; man drehe nun BOC um OB, AOD 
um AO, so werden zwei Eegelfiächen entstehen, 
die sich schneiden werden, so dass also die 
Durchschn;ttslinie die dritte Kante der zu bil- 
denden Ecke ist, wenn OB, OA die zwei andern 
sind. Allerdings schneiden sich die zwei Kegel- 
flächen zweimal, so dass zwei dreiseitige Ecken zu entstehen 
scheinen; da dieselben aber gleiche Kantenwinkel haben, so haben 
sie auch gleiche Flächenwinkel (§. 12), und sind also nicht verschie- 
den, wenn sie gleich nicht zur Deckung gebracht werden können^ 
Die Konstruktion der Ecke ist aber auch Konstruktion des Dreiecks« 

b) Wählt man die Winkel beliebig, aber so, dass die Sätze 4 — 6 
nicht verletzt sind, so kann man immer damit ein sphärisches Dreieck 
(körperliche Ecke) konstruiren. 

Sind A, B, C die drei Winkel; 180«-A, 180^-B, 180^— C 
ihre Ergänzungen zu 180^ so werden letztere drei als Seiten be- 
trachtet, den Sätzen 1 —3 genügen (§. 2, ni; V). Man kann also 
mit ihnen als Seiten ein sphärisches Dreieck konstruiren;! also gibt 
es ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel A, B, Csind (§.2, II). 

c) Wählt man zwei Seiten so , dass der Satz 3 nicht verletzt 
ist, und einen Winkel so, dass der Satz 7 nicht verletzt ist, so kann 
man, wenn erstere zwei den letztern bilden sollen, damit inuner ein 
Dreieck konstruiren. 

Der Nachweis dieses Satzes ist höchst einfach. Wären in 
obiger Figur BOA, BOC die gegebenen Seiten, so drehe man BOC 
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um BO9 bte AOB und BOO mit einander den gegebenen Winkel 
machen; alsdann bildet OC in seiner neuen Lage die dritte Kante; 
AO, OB die beiden andern. 

d) Wählt man zwei Winkel so, dass Satz 7» und eine Seite so, 
dass Satz 3 nicht verletzt ist» so kann man damit, wenn erstere an 
letzterer anliegen sollen, immer ein sphärisches Dreieck bilden. 

Vermittelst des Satzes in §.2, II wird diese Behauptung 
aus c) gerechtfertigt. 

e) Wählt man zwei Seiten und einen Winkel , der der einen 
Seite entgegenstehen soll, ohne dass die Sätze 3, 7, 14 verletzt 
sind, so vnti man damit höchstens zwei Dreiecke construiren 
können. 

Seyen in obiger Figur AOB, BOG die zwei Seiten, der an OA 
liegende, also BOC entgegen stehende Winkel gegeben. Durch OA 
lege man eine Ebene, die mit AOB den gegebenen Winkel mache; 
um OB beschreibe man, indem man BOC um OB dreht, eine Kegel- 
fläche , so wird dieselbe die fragliche , oberhalb der Papierebene 
(d. h. der Ebene BOA) befindliche Ebene entweder gar nicht schnei- 
den, oder in einer Geraden, oder in zwei Geraden, oder in einer 
Geraden berühren ; diese Geraden sind dann aber die dritte Kante. 
Also wird man etweder gar keine Ecke (sphärisches Dreieck), oder 
eine, oder zwei Ecken erhalten können. 

Wählt man zwei Winkel und eine Seite,, die einem Winkel 
entgegen stehen soll, ohn^ die Sätze 3, 7, 12 zu verletzen, so kann 
man damit höchstens zwei sphärische Dreiecke konstruiren. Die 
Bechtfertigung dieser Behauptung ergibt sich aus e) nach §. 2 , II. 

Es ist nicht schwer zu übersehen , dass diese Konstruktionen 
auch unmittelbar auf die obeh aufgestellten Sätze 1—14 führen 
würden; wir wollen uns jedoch, da dies für uns weniger von Interesse 
ist, dabei nicht aufhalten, indem wir dem Leser überlassen, sich den 
konstruktiven Beweis jener Sätze aus Obigem abzuleiten. 
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Dritter Abschnitt. 
Berechnung der Fläche des sphärischen Dreiecks. 

§. 20. 

L Wir haben seither den Halbmesser der Kugel nie beachtet, 
wie dies auch ganz in der Ordnung war, da die aufgestellten Be- 
ziehungen ja im Grunde doch nur Beziehungen zwischen Kanten- und 
Flächenwinkeln dreiseitiger körperlicher Ecken sind. Wenn wir 
aber von der Fläche eines sphärischen Dreiecks sprechen, so ist 
von vorn herein klar, dass es auf den Werth des Halbmessers hiebe! 
wesentlich ankommt Wir werden unter Fläche des sphärischen 
Dreiecks nun denjenigen Theil der Kugelfläche verstehen, der von 
den drei Bögen, welche das Dreieck bilden, und von denen jeder 
kleiner ist als der halbe Umfang des grössten Kreises der Kugel, 
umschlossen ist. Um dieselbe aber berechnen zu können , müssen 
wir zuerst auf einen stereometrischen Satz zurückkommen. 

Es folgt ganz unmittelbar aus §.12, dass wenn in zwei sphä- 
rischen Dreiecken die drei Seiten gegenseitig gleich sind, auch die 
diesen Seiten entgegen stehenden Winkel einander gleich seyn 
werden, so wie aus §.13 der umgekehrte Satz sich ergibt. Die 
Gleichheit der Seiten (§. 1) zieht natürlich auch die Gleichheit der 
Bögen, welche das Dreieck bilden, nach sich. Zwei sphärische 
Dreiecke nun, deren Seiten und Winkel gegenseitig gleich sind, 
gönnen eine solche Lage haben , dass sie einander decken können, 
oder auch nicht. Das Erstere ist leicht einzusehen; vom Letztern 
wird man sich die klarste Vorstellung machen, wenn man sich in die 
drei Eckpunkte eines sphärischen Dreiecks die drei Kugelhalbmesser 
-gezogen denkt, diese dann rückwärts verlängert, bis sie die Kugel 
wieder treffen und durch die so erhaltenen Eckpunkte ein Dreieck 
legt. Das letztere hat mit dem erstem offenbar gleiche Seiten, 
wird aber mit demselben nicht zur Deckung gebracht werden köjinen. 

H. Zwei sphärische Dreiecke auf derselben Kugel, welche sich 
decken, haben natürlich gleiche Fläche; aber auch zwei Dreiecke, 
die sich nicht decken, wenn nur die Seiten beider gleich sind, haben 
ebenfalls gleiche Fläche (wobei wir dieselben sogleich in die vorhin 
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angegebene Lage versetzt denken). Dieser letzte Satz wird in 
folgender Weise bewiesen werden können. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, OA, OB, OC die drei vom 
Engelmittelpunkt aas gezogenen Halbmesser, welche, rückwärts 
verlängert, die Kugel wieder in A', B', C treffen. Das Kugeldreieck 
A' B' G^ hat nun mit ABC gleiche Seiten, kann aber nicht mit ihm 
zur Deckung gebracht werden. Denken wir uns die Sehnen AB, 
AO, BC, so wie A'B', A'C, B'C gezogen, so wurd auch 

Sehne AB = A'B', AC = A'C, BC = B'C . 

seyn, also werden die zwei um die (Sehnen-) Dreiecke ABC, A'B'C 
gezogenen Kreise gleiche Halbmesser haben 
(erste Abth. §. 33). Diese Kreise liegen auf 
der Kugeloberfläche, indem sie nichts Anderes 
sind, als die Durchschnitte der Ebenen ABC, 
AOB'C mit der Kugelfläche. Die von den- 
selben umschlossenen Theile der Kugelfläche 
können aber, wie leicht ersichtlich, zur 
Deckung gebracht werden, sind folglich gleich 
gross. Zwischen den Bögen AB, AC, BC 
und dem um ABC beschriebenen kleinen 
Kreise der Kugel liegen zweieckige Flächen- 
stücke, welche mit den entsprechenden zwi- 
schen ATB', A'CB'C und dem nm A'B'C 
beschriebenen kleinen Kugelkreise liegenden zur Deckung gebracht 
werden können. So z. B. das zwischen AB und dem kleinen Kreis-, 
bogen AB liegende, mit dem zwischen A^B' und dem kleinen Kreis- 
bogen A^B' liegenden. Zu dem Ende lege man nämlich A' auf B, 
B' auf A, also A'B' auf BA, was immer möglich ist, da AB=A'B'; 
alsdann wird- der kleine Kreisbogen A'B' auf den kleinen Kreisbogen 
BA fallen, welche zwei ebenfalls gleich gross sind, so dass die 
Flächenstücke sich decken. Die genannten Flächenstücke sind also 
ihrem Inhalte nach gleich gross, und da die ganzen von den kleinen 
Kreisen umspannten Kugelstücke es auch sind, so ergibt sich ganz 
unmittelbar die Gleichheit der Flächeninhalte der Dreiecke ABC 
undA'B'C* 




Zwei solche Dreieckenemit man symmetrische Dreiecke. Die ebenen 
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IIL Seyen femer ABD, ACD zwei Halbkreise grösster.Kugel- 

kreise» also A and D zwei Endpunkte 
desselben Dnrehmessers, so bildet die 
Figur ABDGA ein sphärisches Z w e i e c k, 
and dessen Fläche ist offenbar in der 
Kngelfläche so oft enthalten, als der 
Winkel BAC in 360 ^ Bezeichnet man 
den Winkel BAO mit A» nnd drückt ihn 
in Graden aus, so hat man folglich» 
wenn r den Engelhalbmesser bezeichnet: 

4r*ffA 




Zweieck ABDCA= 



360 



lY. Sey nun ABC ein sphärisches Dreieck» dessen Seiten 
sämmtlich zn ganzen Kreisen verlängert seyen, so werden diese 
Kreise sich in den Pankten D, E nnd F nochmals darchschneiden. 
Die von BGFEB umspannte Halbkugel, auf der A liegt, enthält die 
Dreiecke ABC, AEF, ACF, ABE. Nun ist aber leicht zu sehen, 
dass die Dreiecke BCD und AEF gleiche Fläche haben , indem E 
in demselben Durchmesser mit C, F in demselben mitB, A in dem- 
selben mit D liegt, was nach dem Obigen die Gleicheit der Flächen 

bedmgt Somit ist 

4r'^A 



ABC -I- AEF = Zweieck ABDCA= 



360 



Dreiecke ABC , A'B'G können znr Deckung gebracht werden , so dass A' auf A, 
B' auf B, C aaf C za liegen kommt. Um dies zu bewerksteUigen , Iftsst man das 
ebene Dreieck A'B'C znerst eine halbe Umdrehung um eine anf seiner Ebene 
senkrechte Aze machen nnd bringt es dann parallel mit sich selbst anf ABG. 
Alsdann aher wenden die sphärischen Dreiecke ihre erhabenen Seiten nach ver- 
sohiedenen Richtungen, können sich daher nicht decken. 

I Es Iftsst sich aber anch nnmittelbar einsehen, dass diese sphärischen DMieeke 
gleiche Flache haben müssen. Man denke sich za dem Ende die FlftchjB des 
Dreiecks ABC (des sphärischen) in lauter unendlich kleine dreiseitige Figuren ge- 
theilt, so wird man dieselben als eben ansehen dürfen. Durch die drei 
Eckpunkte eines solchen Dreiecks ziehe man die Durchmesser, so bildet sich auf 
dem sphärischen Dreieck A'B'C ein nnendlieh kleines Dreieck , das ebenfalls als 
eben darf angesehen werden , nnd das mit dem ersten (auf ABC) zur Deckung 
gebracht werden kann. Demnach bestehen die Dreiecke ABC, A'B'C ans gleichen 
Flftehenelementea, sind nuthin selbst gleich gross. 
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Ferner 

ABC ■+■ BAE = Zweieck CBEAC = ^^ "^ 



360 ' 

ABC + ACF = Zweieck ABCFA = ^^— , 
und da 

ABC 4- AEF + ACF + ABB = 2r^ff , 
so hat man, wenn man obige drei Gleichungen srddirt: 

oAT»n A » M+B + A . , /'A + B + - 180\ 



ABC 



. , /A + B + U-180\ 
= *■•< 72Ö )' 



d.h. die Fläche des Dreiecks ABC verhält sich zur Engel- 
fläche» Whe s^ch der Ueberschuss der drei Winkel des . 
Dreiecks übeT 180/^ verhält zu 720*». 

Diesen ueberschuss pflegt man den sphärischen Exzess'zu 
nennen und hat also, wenn er mit E bezeichnet wird: 

Flache des Dreiecks =: -^- = ^^ ^^ = igO . 60 . 60 ' 

je nachdem E in Graden, oder Minuten, oder Sekunden gegeben ist. 
Offenbar kann man kurzweg schreiben (erste Abthlg. §. 18)^ 

Fläche des Dreiecks = r'arcE. (12) 

Da man durch grösste Kreise ein jedes sphärische Vieleck in 
sphärische Dreiecke zerlegen kann, so ist^es leicht, den Ausdruck^ 
für die Fläche desselben zu finden. * 



* Ist 8 die STunme aUer Winkel des Vielecks , n die Anzahl seiner Seiten, 
von denen aber keine die andere schneidet, so ist die Flttche des Vielecks 



y^ß _ (n - 2) 180^ 
= ^'< 720^— > 



wenn s in Graden gegeben ist. 

Man hat hieraof einen Beweis des so genannten Enlerschen Satzes Ton den 
Polyedern gegründet. Sey nämlich ein solcher vorgelegt, der eine Anzahl £ von 
Ecken , 'S von Seitenflächen , E voh Kanten habe, so ist £ + S = K + 2. Denn 
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§21. 

Berechnung des sphärischen Exzesses. 

Wie acte der Formel (12) hervorgeht, handelt es sich, um die 
Fläche des Dreiecks bestimmen zu können, um die Berechnong des 
sphärischen Exzesses. Wir wollen zu dem Ende einige Formeln 
aufstellen, welche dazu dienen können, E zn bestimmen. Gemäss 
§. 2 schwankt übrigens E zwischen und 360 ^ 

L Man hat 
A-I-B + C-180« = E,A4-B + C=:180« + E, KA + B + C) 

= 90«4-|. 

E E 

<?o«^(A4-B4-C) = — ww~, «mJ(A + B-l-C)==(?o«— . 

Daraus folgt unmittelbar: 

E 
sin— = — <?ö«KA + B + C) = — (?o«KA ■+-B)co« ja-f- 

5iw J (A + B) «in J C 

_ C08\ (a -I- b) sin ^Qcos^C cos j (a — b) sin \ CcosjC ^ <? qv 

COS^C cos^c ^ 



man denke sich im Innern des Polyeders einen Fonkt, von dem ans man in aUe 
Ecken Gerade siehe; beschreibe dann nnn denselben Punkt mit dem (beliebig 
grossen) Halbmesser r einer Kugel, an der die Geraden enden; verbinde endlich 
alle diese Endpunkte durch grösste Kreise , so erhält man auf der Kugel eine An- 
zahl Vielecke. Wir setzen Yorans, dass die Seiten der Vielecke sich 
nicht durchkreuzen, dass Tielmehr ein Vieleck unmittelbar sich an das andere 
anlegt» und nur Ton solchen Polyedern gilt unser Satz als bewiesen. Alsdann er- 
füllen all^ Vielecke« der Anzahl nach S, die Kugel. Berechnet man nach obiger 
Formel die Flächen der einzelnen Vielecke, so ist ihre Summe = 4r'9<. Die Summe 
aber ist ai^ch 

'Q - (n,-f- n,-f-..-2S)180 \ 
720 J 

wo Q die Summe aller Winkel aller Vielecke ist, welche offenbar E . 360® beträgt; 
Si + n^ -H . . . ist die doppelte Anzahl aller Seiten (da jede zweimal gezählt ist), 
alsp =:2K, so dass 

4,.* = 4r.«(^-:Mll||ll2S)i80)..4=2E-2K+2S. E+S=K+2. 



= ir*itQ 
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€08 w C 

"" cos^ccoa^SLCOs^h 

_ {Sinti. jeinh.si nC jasGlbsO 



d. h. Dach §.6: 

. E ^"y/sinssinis — aL)8in(s — b)^n(s— c) ..«v 

8Znj: = i- -. TT 1 • \^^) 

Feraer 

co8^=stni(A+B+C)=^8ini(A+B)co8{C-+-€08i(A'^B)siniC 
co8{(sk — h)co8^{G co8i(sL'hh)8in^{C ^g ^v 

_ coa^(a— b).g^MS.g^n(8~c)+(?og^(a4-b).g^9^(8— a)gen(s— b) ^g >,^ 
~" C(7^^c.^*na^*7ib 

_ co8{(3i — • b) [^g(?gc — {co8(28 — c)] + (?(?g^ (a + b) ß<?o^(a — b) 
"^ cö«^c«2wa«2wb 

— I (?ös (2 8 — a — b)] [erste AbtWg. §. 16, Formeln (24)] 

008^(3, — b) (?05C — C08{(a. — b)(?o«(a + b) + (?o«i(a -f- b). 

C 08(b. — b) — C08{(b. + h)c08C 

2co8{c8ina>8inh 
[(?o«c[<?ö«J(a— b)— co«|(a+b)]---CöÄi(a— b)[2<7o«'^(a+b)-l] 

l-f- €08{(a. + b) [g co8mB. - b) - 1] , [erste Abthlg. §. 16 (23)] 
" 2coa^c^r2a^enb 

i2(70«C92n| a^w^b — 2co8 { (a — b)(?ö5^(a4-b) [co8 {(a^-hh) 
— (?o^^ (a — b)] + 008 J (a — b) — coä J (a + b) 

^ ■■^■■■1 ^ ,■■■■■■ »■■■■ ■! ■■» ■ ■ ■ I ■»■■■■ — ^■^^^^■^K^- ■ ■ I ■^^■^■^^i^w— «— ^^^— ■■ ■ n^— i^^h^i» 

^ 2cö5|c5^na«^wb 

__ 2 ^Qgc^n^a^^n^b + [go^a + co8\>].28in{sL8in{\> -h 28inisi^in^h 
"~ 2{!(79^c.2^2n^a(;(?^^a.2^n^b{?0«^b 

(?ö«c -f- <?ö«a + öo«b + 1 
4e(7«^cco«Jae(?«^b -' 
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'S. 

oder wenn man eosc = 2co9^{c — • 1 n. s. w. setzt: 



COSaL-hCOSh-hCOSC-hl _ €08^\SL-\-€08^^h+C08^{C'-\ ^-.v 



E 

2 ~ ieoalsLCoslhcos^c ~~ 2co$isk€oaihco8ic 

Nach §. 16 der ersten Abtheilnng ist, wenn man die Formeln 
(13) und (14) beachtet: 

I Cf)S 

_ 2_2co8 i^eos\hco8\c—co8^\si—cos^^h''Cos^C'hl 

8in — V*^** s *^^ ("* "~ *) *^'^ (s "~ ^) ^^ (^ "^ ^) 

(1 — ^o^'^a) (1 — €08^ih) — (^M^acöÄjb — oo«f c)' 
y8in& sin (s — a) «n (s — b) 8in^ — c) 

__ «Vi'^aww'^b — {co8\2LC08\'b — co«Jc)* 
yifw s 8in (s — a) «n (s — b) 8in (s — c) 

__ [^n^agfw^b + C08{?iC08\h — coa^oi] [genfagzn^b -- C08 ^ ^icos^h 

\8ins8in{& — a)Mw(s — b)«n (s — c) 

-h€08\c}, [daM'-N* = (M-fN)(M-.N)] 

[€08^(3, — b) — €08^0] [€08^C — C08\(b, + b)] 

Y«wswn(8 — a)«n(8 — b)«n ß — c) 
a— b+cV . /'cH-b— a\ ^ . /"a-l-bH-cX . /"a-f-b— C 



2«^n 




. /a-bH-c\ . /-cH-b-aN ^ . /'a-l-bH-cX . /"a-l-b-c^v 
^'*(^— 4— j*«*»!^— 4— J-2wn(^ 4 j-^**!^— T" 7 

y^wws «n(8 — a) «n (s — b)«n(s — - c) 

. A — b\ . /s — a\ . 8 . /s— c\ 

^''^ KTY-J ^"^ l"^ J "^^ 2 ^"^ IT" J 

= 4 — . 

y «zws 8in(8 — a) «n^s — b) 8in(s — c) 

• 2 ^ ,58 a «98 "~^ D • 2 8 c 

8tn —,8in — - — .«w — t; — .8in — ^— 
It 2t /d 2i 

_^ * _ 

-^ . 8 8 , 8— a s—a . 8— b 8— b . s— c s— c 
lo«n~Cö«-.«^n-e-cö«-^.«n-^Cö«~;^-.«^w-^co*-zp- 

£t m 2i £t 2t £t It 2t 



d.h. 



tg{E=y tff-^tg-^fg-^tff-^. (16) 
II. Man hat ferner: 
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tffi(A+B)tg}iC 

_ _ 008{(a — h)cotff\C + eo8i(a, + b)^|C ^» «,. 
■" 4!08*f(h + b) — coa{(a.—b)tff^Ccotff^C^^',^ 

_coai(a. — b)co^iC + eo8i(A + h)tff\C 

^^^g^ ^' ■'■■■■ ■»■■^■■li»l I ■ ..M — ■■■■■ I ■!■»■■ I 1 . I -■ 

eos^^a, — b) — cos^^ak + b) 

__ Cö«|(a — b)+[<?ö«j(a+b)— {?ö«J(a— b)]«w'iO 

cos^(ak — b) — 28in-^sin-^sin^{C 
'. ^ . a . b 

{j(?«4 (a — b) 2sin^i C <7o«i (a — b) , , ., 
. -^ . a . b «wC . ^ . a , b ^^ 

Da auch » /- 

a b 

<?ö«J(a — b) _CQg^agQg^b-fOTn^a^n|b__ ^2 /2 1 



-I 

. ^ . a . b , ^ . a . b «nC. ^nC 

und 

C C 

1 . .^ 1 2 2 coBVj 



£» £i M Z 2 

SO hat man 

ni. Da endlich 
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A4-B + C = 180"+E, A=180«4-E-(B + C), 

go hat man 

CO« A = <J<w (180 •+ E - (B + C)] , 

al$o (§.15): 

wenn 

ist. Da 180"-f-E— (B4-C) zwischen und 180® liegt, so bestimmt 
(17) diesen Winkel, üebrigens kann man auch schreiben: 

,^(B + C^E) = ^^^5^^^fc^ (170 

C08<p 

und es liegt B -I- C — E zwischen und 180^ 

Die Formeln (13), (14), (15) geben E aus den drei Seiten, 
und zwar (16) ganz anzweifelhaft, da |E zwischen und 90® liegt; 
die (14) dessgleichen , da ^ E zwischen und ISO® liegt; die 
Formel (13) kann jedoch zwei Wer^he von $E geben, und wenn man 
sie anwenden will, muss man vorher wissen, ob ^E zwischen und 

E 

90®, oder zwischen 90® und 180® liegt. Die Formel (16) gibt ^ 

unzweifelhaft aus zwei Seiten und dem von ihnen gebildeten Winkel, 
während (17') E ebenfalls genau aus einer Seite und den zwei an- 
liegenden Winkeln gibt. 

e 

§. 22. 

Aafldsung einiger Aufgaben. 

Wir wollen hier noch einige Aufgaben beifügen , deren Lösung 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar ergibt. 

I. Man kennt die Fläche F eines sphärischen Dreiecks, so wie 
zwei seiner Winkel, das Dreieck soll bestimmt werden. 

Sind B und C die gegebenen Winkel , r der Halbmesser der 
Kugel, A der dritte Wiökel und E der sphärische Exzess, so ist 

A-4-B-f-C = 180®4-E, E = A-f-B + C--180®, 

also nach (12) in §.20: 

ar(?(A + B 4-0 — 180®) = —, 
woraus in Sekunden: 
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A=1800-(B-HO + il^5J^:^/ 

r 71 

wenn auch 180"— (B -I- C) in Sekunden gegeben wird. Jetzt kennt 
man A und kann nach §.13 das Dreieck bestimmen. 

IL Man kennt die Fläche F nebst zwei Seiten a, b; das Dreieck 
soll bestimmt werden. 

Nach (12) ist 

F 

r' 
woraus E folgt. In (16) hat man nun: 

. a , b » 

g COtff-COtff- 

woraus 

stnCcotff— — C08C = cotg—cotg— , 

. ^ E ^ . E a b . E 

m,n\jCOB— — coB\jd%n — =^ catg—coig— «^n — , 

*d m 2» Zi ti 

. .^ E^ a b . E 

««(C — 2-^ = <iotg-coig-mh- . 

E 
Da nun ^<180^ so ist die zweite Seite dieser Gleichung 

positiv und also C — x^ positiv und kleiner als 180°. Im Allge- 

E 

meinen sind zwei Werthe von C— — möglich, wovon der eine unter 

90^ der andere über 90** ist. Fällt dabei C noch unter 180® aus, 
so sind beide Werthe zulässig. 

in. Man soll ein sphärisches Dreieck ABC durch einen Bogen 
vom Punkte A aus halbiren. 

Sey D der Punkt, in welchem der halbirende Bogen die Seite 
BC trifft; in dem Dreiecke ABD kennt man nun die Seite AB = c, 
den Winkel B und die Fläche F=: der halben Fläche des Dreiecks ABC. 

Ist also E der sphärische Exzess dieses Dreiecks, berechnet 

' F 

aus der Gleichung ar(?E = -y, so hat man nach (16): 

Dienger, Trigonometrie. 17 
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g. cotg-cotg\SD 
''^2= -^iÖB "*-'"^^^' 

cotg^ — cotg'B 8in(E — ^tg- 

co^JBD = sin'R = = , 

cotg- sin- 

wodurch 4 BD also anch BD (in Winkelmaass) gefunden wird. 



Vierter Abschnitt. 

Vergleichung der sphärischen Dreiecke, deren Seiten 
klein sind im Verhflltniss znm Halbmesser der Kugely 

mit ebenen Dreiecken, 

§.23. 

Wir wollen annehmen, die Grössen a, b, c bedeuten die Längen 

der Bögen BC, AC, AB» und es s6y r der Halb- 
messer der Engel, den wir so gross annehmen, 

a b c 
dass die Quotienten — , — , —klein genug seyen, 

r r r 

um ihre sechsten und höhern Potenzen vernach- 
lässigen zu können (wobei wir also alle diejenigen 
Grössen weglassen, die r® im Nenner haben, 
während der Zähler aus a, b, c besteht). Seyen 
femer A, B, C die Winkel des sphärischen Dreiecks; A', B', C die 
Winkel eines ebenen Dreiecks, dessen Seiten gleich a, b, c seyen; F 
die Flä*che dieses ebenen Dreiecks. 

Unter den gemachten Voraussetzungen hat man nach §. 20 
der ersten Abtheilung in dem Ausdruck (§. 6, IT) 

. « 2 V «en s sin (s — a) sin (6 — b) sin (s — c) 
smC = -^ ^^ ^ — ;-\ '- 5^ '^^ 

sin^stno 
zu setzen : 
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8 1 /8\' 1 /'sy .. . 8~a Iz-s-aN» 



r ö \vJ 
1 /8-a^* 



120 
and erhält: 



Q^y- --MCD-ikG)' 



mC = 2 




120 

8 



T[-K0-ilö(7)T-f--[-i(^)"- 
^['-i(^)VäCf-')T 

7['-ie)-iiö(o*]7['-K7)"-;fee)'] • 

Multiplizirt man und lässt Alles weg, was r* in den Nenner er- 
hält, 80 hat i3mn hieraas: 

.^ 2 V6(8~a)(8-b)(s~ c)^ 

stnG = — ' r ^ 

ab 

1 /i s*+(8~a)»4-(s— b)^H-(8~ c)' 8*+(8 — ^*H-(8 — b)* + (8~c)* 
I / 6r» 120r* 

y B«(8-a)'H-s»(s-b)»-f-s'(8-c)'+(8>a)»(8-b)»+(8-a)»(s.c)*-t-(8-b)«(8-c)» 



36r^ 

_ a»-4>b* a* + b* a»b' 
6r» 120r* 36 r* 




g»H-(8>-a) '4-(s-b)»-f-(8-c)* , s*4-(s-a)*-+-(B-b)* + (s-c)* 



-I- 



6r» J20r* 

8»(8.a)*+8»(s.b)»+8»(8-c)»+(s.a)»(s-b)»-i-(8-a)»(s-c)»-l-(8-'b)»(8-c)» 



86 r^ 
2F 



""ab* a» + b» a^4-b* a» b» 

6r» "^ 120r* "^36 r* 

(erste Abthlg. §. 33, 1). Nun ist im Allgemeinen: 



* Man findet dieses in folgender Weise. Sey 
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demnach ist der obige Zähler mit dem Qnadratwinzelzeicheii gleich: 

8»+(8-8)» + (8-b)»+(8-c)» 



1- 



12r» 
8* + (8 — a)» + (8 — b)*4-(8 — c)» 



{ 



240 r* 
i8»(8-a)» + 8»(8-b)»+8*(8— c)»+(8-a)*(8-b)» 

+ (8 -s)*(8 -C)*+ (8-b)»(s — C)* , 

72 r* 
8*+(s-a)*H-(8-b)»+(8— c)*+28»(8-a)»+28'(8-b)* 
H-2 8 »(s-c) 'H-2(8-a) * (8-b) »+2 (8-a) *(8-c) *+2 (8-b) *(8-c) * 



288 r* 

8» + (8-a)* + (8-b)*+(8-c)» 






12 r* 

8* + (8— a)»+(8-b)*+(8-C)»-4-10[8*(8-a)»+8*(8-b)» 

+8»(8-c)*+(8-a)*(s-b)*+(8-a)»(8-c)*+(8-b)»(8-c)»] 



= 1- 



1440r* 

8* + (B-a)'4-(8-b)» + (8-C)* 



+ 



12r» 

U8»+(8-a)*4-(8-b)»+(8-C)»J» + 8[8*(8-a)»+8*(8-b)» 

i+8*(8-c)»+(8-a)*(8-b)*+(8-a)*(8-c)*+(8-b)*8-c)*] 

1440 r» 

Nnn ist 

8 = J(a-hb-hc), 8 — a = K— a+b-l-c), s — b = J(a-*-b4-c), 

8 — c=l(a + b — c); 
hieraus folgt : 

8»H-(8-a)'H-(8-b)' + (8-c)' = a' + b^ + c*. 



80 hat man, wenn man qoadrirt» nnd obige EinBchrftnkang beachtet, d. h. alle 
Grossen, die r* in den Nenner erhalten» weglAsst: 

r* r* r* r* r* 

mithin: 

2x=-a, 2y4-x* = ^, 

welches die im Texte angegebenen Wertfae sind. 
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Ferner nach §• 27, II der ersten Abtheiinng : 

A/ "Di Qi 

8(s— a) = bc(?ö«'— , 8(8— b)=ac^ö«!— , 8(8 — c) = abcö**-5-, 

(s — a) (s — b) = ab«n*-^, (s — a) (s — T5) = ac«fi*~, 

A' 
(s — b) (8 — c)=bc«w*-^; 

hieraas: 
8»(8-a)»4-s»(8-b)*+8*(8-c)»4-(8"-a)H8-b)»4-(8-a)'X 

(s-c)'4-(8-b)^(8-c)» = b'c'[(Jo«*^-l-ww*~]-*- 
Nun ist (erste Abthlg. §. 16, D: 

. A' . .A' /'1 + C08A'\^ . /l—€08A'\^. 1+€08^A' 

mithin letztere Grösse gleich 

b*c*- aV a'b* h^e*eo8*A' + a.*c*co«* B' + A'b* cos* C 
2 ■*" 2 2 .2 

_ a*b* + a»cN- b»c* 
2 
/ b*+c*-a' \* /- a^+c^-bN * /- a^+b^-cN * 
^l. 2 ;^l. 2 J-^V. 2 >>(,.^^s.ay.Q 

_ 4(a*b*+a*c*+b*c*)+3(a*+b*-H;*j— 2(a*b*+a*c»+b*c^ 

8 

» 

_ 2(a*b*+a^c* + b*c') + 3(a*+b* + c*) 
~ 8 

Die durch 1440 r* dividirte Grösse ist also : 
(a»+b*4-c*)* + 2(a»b* + a*c» + b»c*)4-3(a* + b» + c*) 
= 4[a* + b» + c* + a'b* + a»c» + b*c'J, 

mithin endlich: 

a*+b'+c* a*4-b*+c*+a*b*+a*c»+"b*c* 

12r* 360 r* 

a*4-b» a*+b* a»b* 
* 6r» "•" 120r» "''Ser» 
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Dividirt man mit dem Nenner noch in den Zähler und vemach- 
läsBigt wie oben, 80 erhält man: 

. ^ 2r„ . a'+b'-c* 3(a*+b*)+c*+a»bM(a^c'4-b»c'X^ 

als Endwerth von einC. 

Nun ißt (erste Abthlg. §. 33, 1): 

2r 

ab 
also hat man 

«nC-«nCH-^^ 12r» 

3(a* + b*) + c* + a*b*-4(a'c*+b*c'K 

360r* J' 

. r, . o. 2r/a*+b*-c» 3(a*+b*)+c*+a*b»-4(a»c*+b*c')\ 
^C-««C'= ^(^-j2p-+ 36Ö7i } 

Daraas ergibt sich, dass C and G^ nicht viel verschieden sind.*'*' 



aß af ß* a* — a 

• Die Division von 1 r+-^ durch l— tH — r gJ^'J 1 H r" 

r* r* r' r* * r* . 

-^ ' ^ ^ . Hier ist: 

r* 

a» + b*4-c» ^ a*-i-b* + c*-l-a'b» + a*c»-f-b*c* , a*-hb* 



a= -^ , /? = ^^ , a = 



12 ' '^ " 360 '6 

a*+b* . a»b* 



120 ^ 36 ' 
setzt man diese Werthe ein, so ist 

a» + b*-c* ., , (a»-hbV-(»*-+-b»)c» 

« w 12 • ^ ' 72 

^ . c*~2(a*-4>b*)-9a»b* + a»c'H-b»c' 
^"^ "" 36Ö • 

5(a* + 2a»b»-t-b*)-6(a»c»4-b»c») + c* — 2(a*H-b*) 

_ 3(a* + b*)4-c*-l-a'b» — 4(a*c»-f-b»c») 
"" 360 

** Ans der nngefilhren Gleichheit von sin G nnd »in C* folgt allerdings nur, dass 
entweder G = €' oder G + G' = 180^ ; da man aber aus den Werthen von sin^C 
nnd m J GMn §. 6 nnd §. 27, II der ersten Abtheiinng ebenfalls schliesst, dass unge- 
fähr «in J C = tin I G', so ist die oben angegebene Schlussweise gerechtfertigt, die 
Übrigens einer Beanstandung kaum unterliegen wird. 
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Man wird also C^-C als nur wenig Sekunden (in der Regel) be* 
tragend ansehen. Wir setzen demnach 

n V 
r* r* 

wo a and v zwei anbekannte Grössen sind. Diese Annahme ist 
nach dem Obigen gerechtfertigt, und wird sich nochmals durch das 
Endresultat rechtfertigen. Es folgt hieraus : 

u' u' 

arc'x = -4, ar(j*x = 0, cö«x = 1 — Jarö^x... = l — J— 4, 

«nx = arcx — JoTö'x. . . = -^ -f- -|- , 

wenn man, wie immer» die Grössen mit r^ im Nenner weglässt 

Mithin 

u* 
sinC = 8in(C* -+- x) = 8tnC^co8X 4- coaC einx = sinC'll — {-{] 

d.h. 

U^ /"U V \ 

2r* vr' ry 

_2F/ -a»-t-b^-c» 3(a*H-b*) + c*4-a^b'-4(a'c» + b^c^)\ 
^abV 12r* "*" 360r* J 

und also zur Bestimmung von u, v (wenn man die Grössen beider- 
seits gleichsetzt, die dieselbe Potenz von r im Nenner haben): 

2P a^H-b*— c* u' 

u(jö«C' = -T-. =-T , — ~«wC'4-vomC' 

ab 12 2 

V _ 2F 3(a* + b*)4-c* + a^b^-4(a^c^+b^c^) ' 
""ab* 360 

d. h. da a'4-b* — c* = 2abcö«C', also 

2F SL^+h^ -^c^ ^ F cosC 
ab* 12 ■"* 3 ' 

F . , F\ 

v.n.r/-2F 3(a*H-b*)H-c*+a»b^^4(a^c»-fb^c ^) . F» . ^^ 
ab 360 18 
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d.Ii. 

Aber 

F* = T^(a4-b + c) (a + b— c) (a — b + c) (— a + b + c) 
io 

= z^(2a»b* + 2a*c» + 2b'c»-a*-b*-c*), 



<ako 

VC08 



nj ' «//^Ca*+b»)-c*+14a»b»-6(a'c»+b»c*\ 
C'= etnC (^ j^^^ ) 

. ^,(a» + b*-c*K7a» + 'rb»4-c») 
= ««C' ^^ 

^ 2 ab C(W C' Bin C (7 a* + 7 b* 4- c") 
~ 1440 

2abOT«C^(7a*+7b»4-c*) _ 4F(7a* + yb» + c*) 
^~ 1440 1440 

_ F(7a» + 7b*+c*) 
"" 360 

Demnach 

F F(7a* + 7b* + c») 
af(jx = ^,+ 36Ö? • 

also wenn wieder — - — = ß , so hat man in Sekunden : 

d. h. man hat folgendes Gleichuigssystem: 

. ., F „ . 7b'' + 7c'+ a% 
A-A'=3^e[l4- J2Ö? J' 

R W- F ,. , 7a''+7c'' + b' . 
• r r/- *" „ ■ 7 a« + 7b*4-c' ., 

Addirt man diese Gleichungen, beachtet dass A' +B' + G' = 1 80 **, 
AH-B + = 1800+E (§.20), so hat man in Sekunden: 
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E = ^^[l + — 2jp 1 (19) 

Würde man schon die mit r* dividirten Glieder vemachläesigen, 
so hätte man: 

E = ^^,A = A'4-4E,B = B'-h4E, C = C' + JE, ) 

r* ^ > (20) 

A'=A— JE, B' = B-|E. C'=0-|E, ) 

d. h» anter dieser Yoraossetzang wird das sphärische Dreieck 
wie ein ebenes angesehen, also auch berechnet werden 
können, wenn man zuerst jeden Winkel des sphärischen 
Dreiecks um den dritten Theil des sphärischen Exzesses 
vermindert.* Dieser Satz rührt von Legendre her und trägt 
seinen Namen. 

Ist F^ die Fläche des sphärischen Dreiecks , so ist nach §. 20 
Fl =r*arcE, also 

F,=F(l + ^'+^' + '^) . (21) 

welche Formel denselben Grad der Crenanigkeit hat, wie (20). 

§. 24. 

Benützung des Legen dreschen Satzes. 

I. Der in ^en Formeln (20) ausgesprochene Legen dresche 
Satz ist von der grössten Wichtigkeit für die Anwendungen. Er 
zeigt nämlichy wie man, statt ein sphärisches Dreieck za berechnen, 
ein ebenes berechnen kann. Da in der Regel letztere Rechnung weit 
kürzer ist, so ist dadurch natürlich eine grosse Erleichterung für 
den Rechner erzielt. 

Wir wollen nun die einzelnen Fälle, wie sie vorkommen können, 
betrachten, und dabei sogleich annehmen, dass a, b, c oder die 



* Genau gesprochen» heisst der Satz so: Wenn ein sphärisches Dreieck, 
dessen Seiten klein sind im Verhllltniss zmn Halbmesser der Kngel , mit einem 
ebenen Dreiecke gleich lange Seiten hat, so sind die Winkel des ersten gleich den 
entsprechenden des zweiten , wenn jeder der letztem nm den dritten Theil des 
sphärischen Exzesses T^rmehrt wird. 
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Seiten des sphärischen Dreiecks, in Längenmaass, natürlich dem- 
selben wie r oder der Eugelhalbmesser, gegeben seyen. 

1) Kennt man die drei Seiten a, b» c -des sphärischen Dreiecks 
(in Längenmaass), welches Dreieck wir natürlich von der hier be- 
trachteten Beschaffenheit voraussetzen, so berechne man zuerst 
(nach §.31 der ersten Abtheilung) die drei Winkel A', B', C eines 
ebenen Dreiecks, dessen drei Seiten a, b, c sind. Alsdann findet 
man die drei Winkel des sphärischen Dreiecks aus den Formeln : 

a-f-b-fc ^ ^/-7 r-7 TTT ^ ^ F 



s = 



,F=Vs(s-a)(s-b)(s-«c), E = 3e; 



A = A' + iE,B = B'-l-JE, C = C'H-JE, 

wo E in Sekunden gegeben ist. 

2) Kennt man zwei Seiten a, b nebst dem Winkel C, den sie 
bilden, so hätte man zuerst F nach der Formel F = )ab^nG' (erste 
Abth. §. 33, 1) zu berechnen. Dazu aber gehört die Kenntniss des 
Winkels G^ der nach (20) durch die Formel 

F 



C'=C 



3r* 



F 

gegeben ist^ wenn ^^ Sekunden angibt. Setzt man aber diesen 

Werth von C in den von F, so ergibt sich 

_, F .ab^ . rn Et .^^Q r . n E 

F 

Da man hier diejenigen Grössen vernachlässigt, welche r* im 
Nenner haben, so ist 

F FF 

also 

i öl r 

, ,abco«C.P ,,„ . . « . , , « , 

d* i — oi — z^ vernachlässigen ist. Somit berechnet man E nach 
o r 

der Formel 
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.^7 .abmnC 
» r 

berechnet ferner das ebene Dreieck, das die Seiten a, b, nebst dem 
von ihnen gebildeten Winkel G — | E hat (erste Abthlg. §. 30) ; 
sind dann A^ B' die zwei andern Winkel, c die dritte Seite; so ist 
auch c die dritte Seite des sphärischen Dreiecks, A'+|E, B' + ^E 
die zwei andern Winkel. 

3) Man kennt eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln 

A nnd 3. Alsdann ist (erste Abthlg. §. 33 » D : 

_,_c*«nA'«nB' 

"■2«ii(A'-f-B0* . . 

Nun ist 



3r.>^-^ 3r«* 



A' = A-JE = A-^^, B' = B- 



also 



mithin 



Fp ' Fp 
3r' 

«n(A4-B— -g:^) 

F F 

g («nA— co^A.^-g) («wB — coaB.^-^) 
p c or «5 r^ 

"^2? 2F 

«n(A -h B) — ' cö«(A 4- B) . ^ 

F 

inA^inB — «2W(A+B).;r-5T o . A . T* 

pc** «tnA^enB 






• /A , ^^^ i^ a . ü^ * i 2r^ «m(AH-B)' 

-««(A-fB)— <?oä(A-I-B) . ^-i-J 

5r 

wenn man die Division vollzieht und anf die seither festgehaltene 

Beschränkung achtet. Also wird man jetzt E nach der Formel 

_,_£C^ sinAsinB 

"2? «n(A-l-B) 

berechnen; dann ein ebenes Dreieck auflösen, in dem c eine Seite, 

A — |E, B--}Edie anliegenden Winkel sind, und so den dritten 
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Winkel G^ nebst den zwei andern Seiten a, b erhalten (erste 
Abthlg. §. 29); letztere sind die Längen der zwei fehlenden Seiten 
des sphärischen Dreiecks; der fehlende Winkel ist C' + iE. 

4) In den Anwendungen liegt die Aufgabe gemeinhin so, dass 
man eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln wie in Nr. 3, 
oder nebst allen drei Winkeln A , B , G kennt. In letzterem Falle 
wird man übrigens den sphärischen Exzess nicht geradezu aus der 
Gleichung A + B + C — 180^ = E ableiten können, da A, B, C als 
aus der Beobachtung genommen, mit den unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehlem (erste Abthlg. §. 49) behaftet smd. In diesem Falle 
wird maü A, B, C zuerst aaf 180® ausgleichen, d.h. wenn A+B+G 
=180®+cr, von A, B, G die Grösse | a abziehen, und nun mit 
diesen drei Winkeln und der Seite c nach §. 33, 1 der ersten Abthei- 
lung die Grösse F berechnen. Der sphärische Exzess ergibt sich 
dann nach der Formel (20). Einer weitern Rechnung müssen 
allerdings noch ausgleichende Rechnungen vorausgehen , über die 
wir uns hier nicht weiter verbreiten können. (Vergl. §• 30.) 

Fällt die nach den gegebenen Formeln berechnete Grösse E 
dermassen klein aus , dass sie nicht mehr beachtet werden kann, 
so ist das Dreieck geradezu als ein ebenes anzusehen. 

' U. Wir wollen nun an einem besondem Falle zeigen , in wie 
weit man berechtigt ist, den Legendreschen Satz anzuwenden. Aus 
Gleichung (16) in §.21 folgt, dass für G = 90^ die Grösse E ihren 
Mazimumwerth erreicht; setzen wir also in Nr. 2: C = 90® und 
nehmen an, es sey 

*^^""180* 
d. h. die Seiten des sphärischen Dreiecks umfassen einen Grad (den 
360. Theil des ümfangs des grössten Kreises). 
Nach §. 10, 1 hat man hier 

tgA = — =^tgBi tgiQ = tgB,eo8A. 

cos a 

loffcotffiS" = 10-0000000000 logtg 1 • = 8-2419214687 

Eloffco8V= 0-0000661503 loffcoaA = 9-84945l924g 

logtgk= 10-0000661503 lo(ftff{o = 8-0913733932 

A = B = 45''0' 16-7080" \ c = 0"42'25-61979" 

c = l»24'61-03968". 
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Nach §. 33 der ersten Abtheilnng und dem Vorstehenden 
ist nun : 

d. h« ' , 

^ Vl80y2 2« VW 360 -*"«-^**A0M 

also hätte man |E = 10*47197", mithin ein Dreieck zn berechnen, 
fBr welches 

a = :f^: = b, C = 89*59'49'62803". 

ioü 

Da nnn A'=B'. so ist A'=B'=90"'-iC' = 46»0'6-23599"; 
femer (erste Abth. §. 26, II) : 

c = 2a«nlC' = ^«in44»69' 64-76401" 
' 90 

%« = 0-4971498726 
logein^C = 98494739774 
Efoff90 = 80457574905 , • 

loff- = 8-3923813405-10. 

Also mnss jetzt 

A = A' + |E = 45 »0' 15-70796" = B 

seyn. Man sieht zunächst, dass A and B die obigen Werthe haben, 
wenigstens bis auf 0*0001". Was den obigen Werth von c anbe- 
langt, so wird er in Winkebnaass (c'O leicht erhalten werden ver- 
mittelst der Gleichung: 

„ c 180.60.60 
r n 

log- = 8*3923813405 
r 

%180 = 2-2552725061 

log 3600 = 3-5563025008 

Elogn = 9-5028501274 

3-7068064738 

c" = 5091-03958" = 1 '»24'6103968", 
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Fl&che des rechtwinkligen sphirischen Trapezes. 



80 dass, wie man sieht, beide Werthe vollkommen zusammenstimmen. 
Ein Grad beträgt auf der Erde ungefähr 15 Meilen; sind also die 
Seiten von Dreiecken auf der Erde von dieser Länge, so kann man 
ohne irgend ein Bedenken den Legendreschen Satz anwenden. 



Fiff. 64. 
P 



§• 25. 

Berechnang der Flftche eines rechtwinkligen sphftrischen Trapezes im Allgemeinen» 

and unter den VoranssetEungen des §. 28. 

I. ABGD sey ein sphärisches Trapez, in welchem AC und BD 
senkrecht auf AB stehen (natürlich sind alle Seiten Bögen grö'sster 
Rugelkreise); man kennt die Längen von AB=a, AG=b, BD=c 
und soll die Fläche des Trapezes ABDC berechnen. 

Seyen A, B, C, D die vier Winkel des Vier- 
ecks, so sind also A = B = 90^ A 4-B = ISO**. 
Man verlängere die Bögen AG, BD bis sie sich in 
F schneiden und sey F der Winkel an F in dem 
Dreiecke ABF. Da man die absoluten Längen 
von AB, AG, BD kennt, so kann man sie leicht 
in Winkelmaass verwandeln. "^ 

Wir wollen sie, der Kürze wegen, immer mit 
a, b, c bezeichnen. Die Fläche des Dreiecks ABF 
ist nach §. 20 : 

r*arcE, wo E=A + BH-F — 180®=F; 

die des Dreiecks CDF ist: 

r'orcE', woE' = 180«-G + 180»-D + F-180»=180* 

-(G4-D) + F, 

indem die Winkel an G und D in GDF gleich 180"-G, 180*-D 
sind. Daraus folgt 

Trapez ABGD = r'ar(?(E - EO = r*ar(? (G 4- D - 180«). 

Nun sind aber die Seiten AF, BF gleich 90« (§. 11, H); also 
GF = 90«— b, DF = dO«-c, mithin [§.9, (10)]: 




* Die diesen BOgen zugehörigen Mittelpnnktswinkel sind — ^, — ^» — 9> wenp 

r r r 

1 ftO fiO fiO 
sie in Sekunden ausgedrückt werden, wo wieder p= '- — *- — = 206264*8" ist. 
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al8oda(§.ll,n)F = a: 



d.h. 



oder 






d. h. man hat als Fläche des Trapezes: 

r'arca.wo^t« = 3^^|^^-^^4a. (22) 

n. Gresetztnan, es seyenb, c» a so klein, dass man die über die 

^ a 

vierte hinausgehenden Potenzen von — , ... vernachlässigen könne, 

r 

so ist (erste Abthlg. §. 20) : 

. 4,1. N b+c ,/b4-c\' ,, ^^ , 4/c— b\' 
«inKb-+-c)=-^-j(^-2rJ /öö^Kc-b)=:l- h{jY^) . 

a /'a\'* 

^'^ = 2-r-*-'fe) ' 
also 



• ^, u . ,, . . .. «^«^ r 6 Vr>> "^l20Vr y 

* Man hat allgemein ^dr/9 = — - = ^ ^^^ > — ; — it^tt"» woraus 

-' ,.i(0Vi(fy 

durch Division and TemachlAssigang von ( — J folgt: 
woraus dann der Ausdruck im Texte sich ergibt. 
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b-HCr, 1 (b+c)* 
«n|(b + c) , , _ 2r "^ 24 r* -' ^, . 1 a\ a _ 

" *" 1 (c-b)* *^ "^12r*^2r~ 

8 r» 

l (b + cy l (c-b)' IV 

•■^ 24 r* "^8 I* -"^ ^12i*^ 

n 1 (b + c)« l (c-b)« 1 a' 
■-* 24 j» "^8 r* "^12^ 

r, 3<^-6bc + 3b* + 2a"-b»-2bc-c* 
[1+ 24? J 

r, 2a* + 2b*H-2c*-8bc, 
■-^■^ 24? ^J 

r, . a* + b'+c«-4bc ., 
~ 4r* '-*'*" 12r« •'• 

Da hiernach a selbst ziemlich klein, so ist 

^2 ~2^''"''"3"*'''\2j~2 '**'''" 24"^" • 
also 

1 . 1 , a(b + c)r, . a* + b» + (^-4bc, 
-arca + -arc*a=—^^— 11 + j^? ^' 

Als genäherten Werth von | ewc a erhält man hieraus — j-^ — , 

and da die dritte Potenz hievon schon r* im Nenner enthält , so 
wird man arc^a nicht mehr zu beachten haben. Also ist 



eoaiic-hy^ 


afb + c) 


~ 4r* 


a(b + c) 


~ 4r* 


a(b + c) 


~. 4r* 


aCb + c) 


~ 4i* 


a(bH-c) 



d.h. 



a(b4-c)„ a* + b* + c* — 4bc, 



Trapez ABCD = i^^[l + ?^±^l±^^]. (23) 

l)ie Formel (23) hat denselben Grad der Genauigkeit, wie (21) 
in §. 23. *Ist (23) nicht mehr genau genug, so gibt (22) natürlich 

grössere Schärfe. Man wird beachten, dass ^^^^^ die Fläche 

des Trapezes ist, wenn es geradezu als geradlinig angesehen wird; 

a*-hb^ + c* — 4bc 

7^3 bildet den Korrektionsfaktor dieser Rechnung. 



Geometrische Aufgaben. ^ 273 

Sey z. B. a = 15869'5, b = 7310-3, c = 317-9 (Toisen) so ist 
b + c = 7628*2; ferner sey %r= 6*5141498, dann 



a^ 



5 = 0-000001966281 
12r 

b* 

TS-, = 000000041 7243 
12r* 

r^ = 0000000000789 ^^±^ - 6052785995 , 
12r* 2 

0-000002384313 Trapez = 60527859-96. 1-00000231 1735 

ii^=0-000000072678 =60527999-9 (Qnadrattoisen). 

12r' 

0-000002311735 

1 + a' + b^ + cj-4bc ^ 1.00000231 1735. 
12r' 



Fünfter Abschnitt 

OeometrisQhey praktische und astronomische 

Aufgaben. 

§.26. 

Geometrische Aufgaben. 

Wir Wollen in diesem Abschnitte eine Reihe von Aufgaben 
lösen, die wir, wie die Ueberschrift sagt, ans dem rein geometrischen 
Gebiete, dem der praktischen Feldn^esskunst und dem der Astrono- 
mie entlehnen. Dabei gilt aber dieselbe Bemerkung, die dem ent- 
sprechenden sechsten Abschnitt der ersten Abtheilung vorausge- 
schickt wurde, ^ Fig. 66. 

I. Man soll von, dem Eckpunkte C aus 
auf die Seite AB einen senkrechten Bogen CD 
ziehen. 

Wir, haben uns hiebei vor Allem die Frage 
zu stellen, ob (wie die Figur meint) die Senk- . 
rechte CD in das Dreieck, oder ausserhalb 

Dienger, Trifonometeie. 18 
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desselben falle. Fällt aber CD io das Dreieck, Hegt also D zwischen 
A und B, so sind die Dreiecke ADC nnd BDG in D rechtwinklig. 
Daraus folgt nach §.11, dass wenn die Seite CD ^90® ist, atich 
die Winkel A und B^90° seyn müssen. Hieraus ergibt sich so- 
fort, dass wenn die (bekannten) Winkel A und B nicht beide 
spitz, oder beide stumpf sind, auch CD nicht in das Dreieck fallen 
kann. Sind aber die Winkel A und fi entweder beide < 90 ^ oder 
beide > 90 ^ so fallt CD nothwendig in das Dreieck ABC. Denn 
wäre GE die Senkrechte , so müssten die Winkel CBE^ und CAE 
beide spitz oder beide stumpf sein, was mit der Annahme unverein- 
bar ist. (Sind A und B gleich 90 ^ so ist jeder Bogen eines grössten 
Kreises, der durch C geht, auf AB senkrecht.) Zur Bestimmung 
von D hat man alsdann (§.11, I) 

tffAT)=^tgAC.co€A, tgJ)B = tffTiC.co3Bt 

während 

sin CD = ^n AC . sinA. 

Diese Formel liefert zwei Werthe von CD, wovpn der eine <90^ 
der andere > 90®. Ersterer gilt, wenif A und B spitz, letzterer 
wenn diese beiden Winkel stumpf sind. (Der andere Werth deutet 
den Bogen an, der mit CD einen Halbkreis ausmacht, und auf der 
Verlängerung von AB senkrecht steht.) 

Fällt die Senkrechte ausserhalb des Dreiecks, etwa in E, so 
hat man 

tffAE = tgAC.co8A, tffBE= —tffBC.cosBy 

8inCE = 8inAC.8inA^ 

so dass für ihre Länge dieselbe Formel gilt, wie vorhin. Was die 

- beiden Wetthe von CE anbelangt, die hieraus folgen, so wird man 
CE<90® wählen, wenn der Winkel B>90%- dagegen muss 
GE>90*' gesetzt werden, wenn B<90^ (CE ist die eine der zwei 

- Senkrechten.) 

Man wird leicht übersehen , dass die so eben gestellte und gelöste Aufgabe 
mit der zusammenfallt, von einem Punkte einer Kante einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke auf die entgegen stehende Seitenfl&che eine Senkrechte sn ziehen, oder 
auch darch eben diese Kante eine Ebene za legen, welche senkrecht steht auf der 
entgegen stehenden Seitenfläche. Betrachtet man nftmlich die Spitze der Ecke als 
Mittelpunkt einer Kugel , nnd sind A, B , C die drei Punkte auf der Oberflache 
dieser Kugel, in der die Kanten dieselbe schneiden, so ist die durch CD gelegte 
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Ebene efnes grOssten Kreises' die gesuchte Ebene. Der gefimdene Wiidcel OD iit 
dann die Neigung der dorch G gehenden Kante gegen die entgegen stehende 
Seitenfl&che. 

Ist der Kngelmittelpnnkt nnd man zieht OA, OB, die rückwärts in OA', ÖBf 
terl&Dgert werden, so ergibt sich ans den obigen üntersuchnngen offenbar Folgen- 
des: der Fasspnnkt der von einem Pnnkte der Kante OG auf die Ebene der zwei 
andern Kanten gef&llten senkrechten Geraden fUlt in den Winkel AOB , wenn die 
Flflchenwinkel an OA nnd OB spitz sind (OD föllt innerhalb des Dreiecks nnd ist 
spitz); er fJUlt in den Winkel A'OB', wenn diese beiden Flächenwinkel stumpf sind 
(OD fällt in das Dreieck nnd ist stnmpf , die spitze Senkrechte fällt also in ihre 
Verlängerung); er fällt in den Winkel BOA', wenn der Flächenwinkel an OB 
stumpf, der an OA spitz ist (die spitze Senkrechte G£ fUlt ausserhalb des Dreiecks 
auf die Seite des stumpfen Winkels); endlich fällt er in den Winkel AOB^ wenn 
der FläQhenwinkel an OA stumpf, der an OB spitz ist. Ist der Flächenwinkel an 
0A=:90^ und der an OB<90^ so fällt der Fusspunkt in OA, ist er>90" 
in OA'; ist der Flächenwinkel an OB = 90®, so fällt der Fusspunkt in OB oder OB', 
je nachdem der Fläehenwinkel an 0A^90®; sind endlich die beiden Flächen* 
Winkel an OA und 0B= 90^ so fällt der Fusspunkt in O, d. h. die Kante OG steht 
senkrecht auf der Ebene der beiden andern Kanten. 

Ffir den Fall, dass in unserer Figur A=:B=90^.ist auch AG=BG=90® (§.11), 
also hätte man ^^AG=QC, cos A=0, mithin ^^AD=QC.O, d. h. AD bleibt un- 
bestimmt, wie natürlich, da in diesem Falle jeder von Q aus auf AB gezogene 
Bogen (eines grSssten Kreises) senkrecht anf AB steht, also der Fnsßpttnkt demselben 
willkürlich angenommen werden kann. 

IL In einem ParallelepipedAE kennt man die Längen dreier in 
einempPankte zusammen stossender Kanten 

AB = a, AC = b, AD = c, so wie die ^ n 

Winkel, welche dieselben mit einander 
bilden, CAB = a, CAD=|5, BAD = y. 
Man soll das Parallelepiped berechnen. 

Da man in jeder der drei in A za- 
sammen stossenden Seitenflächen, welche 
Parallelogramme sind, zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel kennt, so 
sind diese Seitenflächen vollständig be- 
kannt; dessgleichen also anch ihr Flächen- 
inhalt und der Inhalt der Oberfläche des 
Parallelepipeds. 

Die drei Kanten AC, AB-, AD bilden eine dreiseitige körper- 
liche Ecke, in der die Kantenwinkel gegeben sind; die Neigungs- 

18* 
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Winkel der Seitenflächeii gegen einander sind also die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks, dessen Seiten a^ ß^ y sind, and zwar stehen 
diese letztem den Neigungswinkeln an AD, AB, AC entgegen. Die 
Bestimmnng derselben geschieht mithin nach §. 12. 

Die Neigungswinkel der Kanten AC, AB, AD gegen die Ebenen 
ABD, CAD, BAC sind nichts Anderes, als die nach I berech- 
neten Perpendikel von den Eckpunkten des sphärischen Dreiecks 
auf die entgegen stehenden Seiten, und zwar ist die Neigung von AD 
gegen BAC das auf die Seite a gejfallte Perpendikel u. s. w. 

Sey nun <d die Neigung von AD gegen BAC, so ist die Höhe 

des Parallelepipeds = c«2na), und da der Inhalt der Grundfläche 

=ab^na, so ist der Kubikinhalt des Parallelepipeds=ab c aviMi simo. 

Bezeichnet man den an AB liegenden Fläohenwinkel mit /i , so ist 

nach I: 

sin(a=^sinfi»8iny9 

also ist der Inhalt des Parallelepipeds : 

^hc sin a siny sin fi = 2abc'V^«ws wn(s — a) «w(s — /S)«n(s-— y), 
wobei s = J (a -h ^ -f- y) ist (§. 6 , H). 

In derselben Weise verfährt man, wenn man den Inhalt eines 
dreiseitigen Prismas oder einer dreiseitigen Pyramide aus den drei 
zusammen stossenden Kanten und ihren Neigungswinkeln zu finden 
bat. Die Hälfte obiger Grösse gibt den Inhalt des Prismas; der 
6. Theil den der Pyramide. 

ni. Durch die drei Eckpunkte A, B, C eines sphärischen Dreiecks 
wird eine Ebene gelegt, welche die Kugel in einem Kreise 
schneidet; man soll den Halbmesser und Mittelpunkt desselben 
bestimmen. 

Sey O der Kugelmittelpunkt, E der gesuchte Mittelpunkt, so ist 
EA=i EB = EC der gesuchte Halbmesser, und zugleich der Halb- 
messer des um das ebene Dreieck ABC beschriebenen Kreises. 
Ferner ist Winkel EOA = EOB = EOC, und wenn r der Halbmesseir 
der Kugel, so sind die Seiten des ebenen Dreiecks (erste Abthlg. 
§.26,II)=2r^n^a, 2tsin^hf 2rsin^c; ist also F die Fläche dieses 
Dreiecks, so ist (erste Abthlg, §-33, IV): 

^ . __ 2r'^n^a^n^b^n|c 
EA- . 



Bedaklioii auf den Horixont 
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Die Gerade EQ steht senkrecht auf der Ebene ABC und kann 

2^1s Höhe der Pyramide ABGO angesehen werden, deren Inhalt also 

EO F 
= — ~— ist; da aber die Kanten OA, OB, OC gleich r sind, und 

AOB==c, BOC = a, AO0 = b, so ist nach II dieselbe Grösse 

auch = Jr'\^«ns«n(6— a)«n(s— b)»en(s— c), wo s= J(a+b-f-c). 
Also ist 



and 



EO — p* Y^ns^n (s — a) sin (s— b) sin (s— c), 

^E 2gznjaggyijbmjc 

^ OE "~ \^«ws«2n(s — a)Ä2w(s — b)«w(s — c) 



aus welcher Formel AOE « 90^) sich ergibt. Dann hat maa 
übrigens auch 

EA = r«n AOE, EO = reo« AOE, 

wodurch EA und EO bequemer gefunden werden. 

§.>7. 

Reduktion anf den Horisont. HoiizontalBonneniihr. 

I. Der Winkel BGA liegt nicht in der durch C geheüd^n Hb- 
rizontalebene; man soll seine Projektion B^GA' auf diese Ebene be- 
stimmen, wenn man die Winkel BGB^ AGA^ kennt, welche seine 
Seiten mit derselben machen. 

Denken wir uns in G eine Senk- 
rechte auf den Horizont errichtet und 
betrachten dieselbe, so wie GA, CB, 
(die Seiten des gemessenen Winkels) 
als Kanten einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke; dessgleichen diese Senk- 
rechte und die Projektionen GB', GA' 
als Kanten einer zweiten körperlichen 
Ecke: so werden die diesen Ecken entsprechenden sphärischen Drei- 
ecke ZBA, ZB'A' in Z denselben Winkel haben; da femer ZB' =; 
ZA'=90«, so ist (§. 11, V) der Winkel bei Z gleich B'OAMn dem 
Dreiecke ZBA kennt man nun: 

die Seite ZB = 90«-BGB'; ZA = 90'-AGA' und BA = BGA, 
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man kann also den Winkel Z (§. 12) berechnen, nnd erhält somit 
B'CA'. 

II. Die drei Punkte A, B, C liegen in einer 
Horizontalebene , D ist über diese Ebene er- 
haben. In D misst man die Winkel ADB, 
BDG, ADC, in A die Winkel DAG, BAD nebst 
der Seite AB; man soll die Entfemangen der 
vier Punkte gegen einander be'istimmen. 

In der dreiseitigen körperlichen Ecke, 
deren Spitze D ist, kennt man die drei Ean- 
jD tenwinkel, findet also die drei Fiächenwinkel 

(§. 12); iu der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren Spitze A ist, 
kennt man nun die zwei Eantenwinkel DAG, BAD und den an AD 
liegenden Neigungswinkel der Ebenen GAD, BAD, der in der vorigen 
Ecke dem Winkel BDG entgegen stund. Dieser Winkel wird von 
den bekannten Eantenwinkeln gebildet; die Auflösung dieser Ecke 
geschieht also nach §. 14. In dem Dreiecke DAB kennt man jetzt 
eine Seite AB und die zwei Winkel ADB, BAD, und es wird also 
nach §. 29 der ersten Abtheilung berechnet; in GAD kennt man 
nunmehr AD, DAG, ADG, das Dreieck ist also bekannt; iu BAG 
kennt man AB, AG, BAG, dasselbe ist also ebenfalls bekannt (erste 
Abthlg. §.30); in BGD endlich kennt man alle drei Seiten. . Die 
sämmtlichen vorkommenden Längen können mitliin berechnet 
werden. 

Man wird beachten, dass wir die Bedingung, A, B, G liegen in 
derselben Horizontalebene, weiter gar nicht beachtet haben; sie ist 
auch wirklich überflüssig, und wird nur dann nothwendig, wenn ndan 
die horizontale Entfernung des Punktes D von A, B, G (die so ge- 
nannte geodätische Entfernung, vergl. erste Abthlg. §. 45) d. h. die 
Entfernung der Projektion des Punktes D auf die durch A, B, G 
gelegte Ebene von A, B, G kennen will. 

Sey E die Projektion von D auf die Ebene ABG , so wird der 
Wmkel DAE nach §. 26 , H und I gefunden werden , woraus dann 
leicht AE=ADcoäDAE folgt Da man nun anchDE=:DA«nDAE 
hat, so findet man in DBE, worin DE, DB and DEB=:90® bekannt 
sind, BE; eben so ergibt sich GE ans DEG. 
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IlL M^n BoU eine HorizontalsonneDuhr konetruiren. 

In dem Pankte A der Erdoberfläche » wo die Sonnenuhr kon- 
stnrirt werden soll, errichte man einen Stab, der parallel sey der 
Weltaxe,* der also .mit einer durch A gehenden Horizontalebene 
einen Winkel mache, gleich der geographischen Breite des Ortes A 
(erste AbtUg. §.45) oder gleich der Höhe'*'* des Nordpols tber 



* .Das Himmelsgewölbe scheint sich Jeden Tag nm eine Axe za drehen, die 
dnr^ den Mittelptmkt der Erde geht; diese Aze fftllt zusammen mit der kleinen 
Aze der Ellipse, um velohe letztere sich drehen mnss, damit sie die mathematische 
Erdoberfläche erzeuge (erste Abthlg. §. 45). Diese Aze heisst die Welt aze; sie 
trifft das Himmelsgewölbe in zwei Punkten, welche Pole heissen, von denen für 
uns nur der eine, der Nordpol, sichtbar ist. Die Ebene, welche- durch den Mittel- 
punkt der Erde gehend , uuf der Weltaxe senkrecht steht , schneidet die Himmels- 
kugel xmAeqnator. (Vergl. erste Abthlg. §. 42, 3 und §. 45.) 

** In §. 42 Nr. 3 der ersten Abtheilung wurde bereits die Bedeptnng des 
Zeniths erörtert Ist A ein Punkt der Erdober- 
fläche , und errichten wir in demselben eine Senk- 
rechte auf diese Fläche (wie sie etwa durch die 
Richtung des Bleiloths angegeben wird), so wird die- 
selbe , bis an das HimmeUgewOlbe verlängert , letz- 
teres in demjenigen Punkte treffen, den man das 
^enith von A nennt, so dass dasselbe also den senk- 
recht über A befindlichen Punkt des Himmels dar- 
stellt. Eine Ebene , welche durch A senkrecht auf 
die Richtung jener nach dem Zenith gezogenen Ge- 
raden gelegt wird, bildet den scheinbaren Hori- 
zont von A, der also Himmel und Erde zu scheiden 
scheint. Der wahre Horizont von A geht, mit 
dem scheinbaren parallel, durch den Mittelpunkt der Erde, den wir'uns zugleich 
als Mittelpunkt der Himmelskugel denken müssen. Denken wir uns nun durch 
das Zenith von A und einen Stern S einen Bogen grössten Kreises am Himmels- 
gewölbe gezogen und verlängern ihn, bis er den (wahren) Horizont trifft , so heisst 
der Bogen zwischen Stern und Horizont (d. h. der von ihm umspannte Winkel am 
Mittelpunkt der Erde) die Hohe des Sterns. Dies ist die wahre (oder geozen- 
triifche) Hohe; messen kann man nur den Winkel , den die Linie AS mit dem 
sc)ieinbaren Horizont AM macht, d. h. den Winkel SAM. Betrachten wir nun die 
Erde als eine Kugel, .was genau genug ist, so wird sich aber der Winkel SCN aus. 
dem Win)Lel SAM leicht berechnen lassen. Es ist nämlich 

SAZ = SCZ-hASC, ' 
d.h. 900-SAM = 90« -SCN-f-ASC, 

SCN = SAMH-ASC. 
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dem Horizost. Beschelnt nun die Sonne diesen Stab» so wirft er 
einen Schatten, welch letzterer auf einem getheilten, horizontal 
liegenden Kreis, dessen Mittelpunkt A ist, die betreflfende Z^it 
anzeigt. 

Um den Eros einzntheilen, bemerke man, dass die Zeit von 
einer Mittemacht zur andern in 24 gleiche llieile. Standen, getheilt 
wird,' so dass die 12. Stande aaf Mittag, d. h. aaf die Zeit fallt, 
in welcher die Sonne durch den Meridian von A geht (durch den 
Himmelskreis, der durch Pol und Zenith geht). Nehmen wir nun 
an, die Sonne bewege sich am Himmel mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit,* so werden in jeder Stunde von ihr gleich grosse Bögen 
zurückgelegt werden. Verbindet man den Ort der Sonne in einem 
ge^ssen Aagenblicke mit dem Nordpol durch einen Bogen grossten 
Kreises (des Stunden- oder Deklinationskreises)» so heisst 
der Winkel, den dieser Bogen mit dem Meridian am Pole macht, 



Was ASG (die Parallaxe) anbelangt, so hat man 

«üiASC:mSAG = AC: GS, 

AP AP 

m ASG = =^ wn S AZ = =f töz S AM. 

GS ist die Entfernung des Sterns Tom Mittelpunkte der Erde« AG der Erd 

balbmesser. Bei den Fixsternen ist nun immer GS ungeheuer gross im Verh&ltniss 

AC 
zu AG, so dass der Brach -z;^ Terschinndend klein ist; dasselbe gilt also auch toh 

m ASG, also yon ASG, d. h. man wird haben 

SGN = SAM, 

so dass mithin der wahre und scheinbare Horizont nicht onterschieden werden 
können , wenn es sich nm Fixsterne handelt. Es kommt dies offenbar darauf zu- 
rück , die Erde selbst als einen P]inkt zu betrachten, im Verh&ltniss zur anend- 
lichen Entfernung der Fixsterne. 

Der Winkel SAZ ist also die Zeuithdistanz des Sterns S für A (eigentlich ist 
es SGZ, beide aber fallen zusammen); Zeuithdistanz und Höhe betragen zusammen 
90®. Die Höbe des Pols ist also der geographischen Breite, d. h. der Zeuithdistanz 
des Aequators gleich. 

* Die (scheinbare) Bewegung der Sonne am Himmel geschieht nicht ganz 
gleichförmig (§. 28, I), und wenn sie auch gleichförmig wftre, so wftre sie in 
einem Tage tiicht gleich der Zeit, in der das Himmelsgewölbe einmal sich dreht,, 
des so. genannten Sterntages (§.28, VI). Für jetzt wollen wir aber hieyon ab- 
sehen, da ohnehin der hier betrachtete Tag ein ifBonnentag** ist 
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der Standeowinkel, der beiderseitig yom südlichen Theile des 
Meridians von West gegen Ost und von Ost gegen West gerechnet 
wird, und zwar jeweils bis 180^ welch letzterer Werth Mitternacht 
entspricht, während der Stunden winkel für Mittag ist. Da die 
Sonne sich gleichförmig bewegt, so wird der Stnndenwinkel der 
Zeit proportional zu- oder abnehmen , ' und zwar for jede Stande 
um 15^ Für jeden Zeitmoment ist es somit sehr leicht, den 
Stundenwinkel zu erhalten; für die Zeit t Stunden vor oder nach 
Mittag ist er 15 t ^ 

Sey nun der Stunden winkel =z(p^ 

(also die Zeit = ^ vor oder nach Mit- 

io 

tag), so wird der Stab AB einen Schatten 
AE werfen, welche beide Linien in der- 
jenigen Ebene sich befinden, die durch 
die Sonne und den Stab AB in A geht; 
ist AM die Richtung des Meridians auf 
der Erde, so werden die drei Linien AB, 
AM, AE die Kanten einer körperlichen 

Ecke seyn, in der BAM = Polhöhe (= geographische Breite =) a; 
der Winkel der zwei Ebenen EBA, MAB ist nichts Anderes als der 
Stundenwinkel 9, während der der Ebenen BMA, MAE gleich 90® 
ist, Man hat also (§. 11, 1) : 

cotffq> = eotgMAE.8inay tg1AAE = tffq>sina. 

Hieraas folgt MAE, also kann man AE konstruiren, und wenn 
dann der Schatten auf AE fallt, so wird der Stundenwinkel der 

Sonne = 9)^ also die Zeit ^ seyn. Man zeichnet also, wenn man 

blos ganze Stunden angeben will, auf der durch A gehenden Ebene 
eine Reihe gerader Linien, die mit AM Winkel machen, deren Tan- 
genten sind: tglB^eina^ tffSO^sinay tff4:5^sina9 .... und wenn 
der Schatten des Stabs auf diese Linien fällt, so ist es 1, 2, 3, .•.. 
oder 11, 10, 9, ... Uhr. 

Man kann dies Alles jedoch durch folgende Konstruktion er- 
reichen^ die wir noch angeben wollen, da der Gegenstand nicht ohne 
Interesse ist. 
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Sey CBT ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem BOT gleich 
der geographischen Breite des betreffenden Ortes ist; man verlängere 
CT ganz beliebig, ziehe BR anf OB senkrecht, bis sie CT in R trifft, 
ziehe Re senkrecht auf CR, und mache RY = BR; ziehe endlich 
mit YR um Y einen Yiertelkreis, den man in 6 gleiche Theile theilt, 
wenn man blos Stünden auftragen will, in 12, wenn he^lbe Stmiden 
n. s. w. Darch die Theilpunkte ziehe man Halbmesser, bis sie Re 
in a, b, c, ... schneiden, endlich verbinde man G mit a, b, c, so 
werden, wenn CR die Richtong des Meridians angibt, Ca, Cb, Co, . . 
die Standenlinien für 1,2,3, ... oder 11, 10, 9, ... seyn. Man erhält 
in dieser Weise die Eintheilnng für 12—6 nach Mittag, und 6 — 12 
vor Mittag, verlängert man aber die Standenlinien für 6, 4,... nach 
Mittag rückwärts, so erhält man die für 5, 4, ... vor Mittag, nnd 
eben so, wenn man die für 7, 8» ... vor Mittag rückwärts Verlängert, 
die für 7, 8, ... nach Mittag. 

Dass man bei dieser Konstruktion richtig verfahren ist, kann 

leicht bewiesen werden. Sey z. B. RYc=tgp (hier 45®), BCT=a, 

BT 
CB = r, so ist BT = mna, TBR = a, BR=RY=— = t fg a, 

eo8a 

CB r 

alsoRQ = RYtg(jp=zTtgatgcß, CR = = , also tg cCR 

= pp- =rtffatgg> = tgq^sina^ d. h. cCR ist der nach obiger 

Formel bestimmte Winkel für den Stundenwinkel go. 

Dass die Rückwärtsverlängerung ebenfalls richtig ist, kann maa 
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leicht emseben. Für 5 Uhr nach Mittag macht die Schattenlinie 
lüit CR einen Winkel, dessen Tangente :=tff*lt^ßina; für 5 ühr 
vor Mittag dagegen einen andern, dessen Tangente = tg 105^ mna 
= — tg*l5^mia; diese zwei Winkel bätragen mithin zusammen 180^ 

Legt man jetzt CR in den Meridian (die Mittagsiinie) und stellt 
dann das Dreieck CBT vertikal auf, so wird CB die Schatten werfende 
Kante seyn können. 

Hiezu bedarf es allerdings der Kenntniss der Bichtang der Mittagsiinie an der 
Stolle, in der die Sonneniifar soll errichtet werden. In §. 2^ werden wir eine Reihe 
astronomiseher Aufgaben , betreffend die Bestimmung der geographischen Breite, 
lOsen , aas dene^ dann auch sehr leicht die Bichtang der llittagslinie (Meridian) 
gefolgert werden kann. Da man aber nicht immer diese astronomischen Hüls* 
mittel anwenden kaan oder will, so wird es nothwendig, wenigstens nahezu die 
Bichtang der Mittagsiinie leichter bestimmen zn können. Zvl dem Ende errichte 
man in dem Punkte 0, d. h. in dem Punkte, in welchem der Schatten werfende 
Stab soll errichtet werden, einen senkrechten Stab von beliebiger Lange, und be- 
schreibe um C als Mittelpunkt eine Beihe Kreise auf der horizontalen Ebene. 
Man beobachte nun die Länge des Schattens des Stabes , was mittelst der Kreise 
leicht geschehen kann, vor und nach dem Mittage ; der Moment, da der JStab den 
kürzesten Sbhatten wirft, ist als der wahre Mittag anzusehen und die Schatten- 
linie ist die Mittagsiinie. Am besten wird man sie finden , wenn man gleiche 
Schattenlangen vor und nach Mittag sucht und den Winkel der entsprechenden 
Schajbtenlinien halbirt. Dabei ist freilich vorausgesetzt, dass die Sonne um Mittag 
(d. h. wenn sie durch den Meridian geht) ihren höchsten Stand am Himmel erreicht, 
was wahr wäre , wenn ihre Deklination im Laufe eines Tages sich nicht ändern 
würde. Für die Zeit um den 23. Juli oder 23. Dezember ist dies nahezu der Fall, 
so dass man diese Tage am sichersten zur obigen Bestimmung wählen wird. Da 
femer der Endpunkt des Schattens nicht bequem beobachtet werden kann, so wird 
man besser thun, am obem Ende des Stabes eine metallene Platte .mit einer4deinen 
Oeffiinng anzubringen und den Lichtpunkt, der hiedarch entsteht, als Endpunkt za 
wählen. 

§. 28. 
Tageslänge. Dauer des längsten Tages. Dämmerung. 

I. Man soll die Länge des Tages für einen bestimmten Punkt 
der Erdoberfläche und für einen bestimmten Tag finden « d. h. be- 
rechnen, wie lange die. Sonne an diesem Tage über dem Horizonte 
des fraglichen Ortes bleibt. ^ 

Ehe wir diese Aufgabe lösen , müssen wir noch einige Erkll^- 
mngen vorausgehen lass^. Wir haben bereits mehr&cfa gesagt. 
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dass 'das Bhnmelsgetrölbe, an dem die Sonne sich befindet , sieh 
gleichförmig nm die Weltaxe dreht (zu drehen scheint, wsA 

, übrigens hier gleichgiltig ist), so dass also auch die Sonne mit diesem 
Gewölbe sich drehen wird. Wäre die Sonne nan fest, so würde 
ihre Bewegung gleichförmig und parallel dem Aequator, d. fa. in 
einer Ebene vor sich gehen, die senkrecht auf der Weltaxe steht. 
Die Sonne hat aber, neben dieser allgemeinen Umwälzong, eine 
eigene Bewegung am Himmel, die der Bichtung der täglichen Be- 
wegung entgegengesetzt ist, nämlich von West gegen Ost geht. In 
Folge dieser eigenen Bewegung durchläuft sie während eines Jahres 
San Himmel ieinen grössten Kreis, der unter einem Winkel von 
23^27' 28" den Aequator in zwei Punkten durchschneidet, welche 
der Frühlings- und Herbstpunkt heissen. Die Bewegung der 
Sonne in ihrer eigenen Bahn geschieht übrigens nicht ganz gleich- 
förmig. Wegen dieser Bewegung ändert die Sonne ihren Abstand 
vom Aequator fortwährend, welcher Abstand offenbar gemessen 
wird durch den Bogen eines grössten Kreises, den man durch Sonne 
und Pol, also senkrecht auf den Aequator legt; dieser Abstand, 
d. h. das Stück zwischen Sonne und Aequator heisst die Deklina- 

. tion der Sonne (woher auch der Name Deklinationskreis für 
jenen Kreis rührt). Da man die Bewegung der Sonne kennt , so 
kennt man also auch ihre Deklination für jeden Tag und weiss, um 
wie viel sie sich im Laufe eines Tages ändert. Dies, in Verbindung 
noch mit der ungleichförmigen Bewegung der Sonne in ihrer Bahn, 
macht, dass die Zeit von einem Meridiandurchgang derselben bis 

* zum aüdern nicht immer dieselbe ist. Daraus folgt, dass die Tage, 
welche eb6n diesem Zeitabschnitte gleich sind, un^eich lang wären, 
wenn sie blos nach der Sonnenuhr (§. 27, IH) geniessen würden. 
Da man solche ungleich lange Tage für die Pendeluhren nicht 
brauchen kann, so hat man alle Tage als gleich lang angenommen. 
Und dadurch eine mittlere Zeit erhalten, von deir die eigentliche 
Sonnenzeit, wie die Sonnenuhr sie gibt, abweicht, so dass der 
Meridiandurchgang der Sonne bald vor, bald nach 12 ühr Statt 
findet. ' ' ' 

Die Sonne geht auf oder unter, wenn ihre Zenithdistanz 
= 90® ist, so dass also ihre Höhe = ist. Kennt man den 
Stund^winkel (S. 27, HI) der Sonne für den Augenblick ihres 
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Aufgangs ader Niedergangs , so lässt sich darans unmittelbar auf 
die betreffende Zeit, nnd also auf die Tageslänge schliessen. 

Stelle nnn S die Sonne vor, Z das Zenith, P den Nordpol, also 
BZA den Meridian, AB den Horizont, so 
ist in dem Dreieck ZSP : ZP die Zenith- 
distanz des Pols = 90® minus der geogra- 
phischen Breite, ZS dieZenithdistanz der 
Sonne, ZPS der Stundenwinkel, PS =90® 
minus der Deklination der Sonne. 

Bezeichnet man also für einen bestimm- 
ten Zeitpunkt die Deklination der Sonne^ 
' mit df mit b die geographische Breite , mit z die Zenithdistanz der 
Sonne, mit s den Stundenwinkel derselben, so hat man: 

cö«z = cM(90'*— b)c?o^(90"— «)4-m(90" — b)«m(90"-Ä)<?ö«8, 

wobei d negativ wäre , wenn sich die Sonne südlich vom Aequator 
befände; d. h. man hat: 

C08Z = einhsinö + coah cosöcoss. 

Allerdings geht die Sonne auf oder unter, wenn z=90^; allein 
die Strahlenbrechung macht, dass die Sonne immer etwas höher 
zu stehen scheint, als sie wirklich steht, so dass man sie also be- 
reits sieht, ehe sie über den Horizont gelangt ist; diese Erhöhung 
beträgt etwa 33^ was wir mit b bezeichnen wollen, so dass also die 
Zenithdistianz =90® + « seyn wird, wenn die Sonne auf- oder 
untergeht. Was ferner die Deklination anbelangt, so kennt man 
sie nur fiir dd^n Mittag des betreffenden Ortes, d. h. für den Augen-- 
blick des Meridiandurchganges; sie ist also beim Auf- und Unter- 
gang davon verschieden. In der Zeit vom Aufgang bis Mittag, oder 
von letzterem bis Untergang wird man annehmen dürfen, die Dekli- 
nation ändere sich gleichförmig und wir Vollen annehmen, sie wachse, 
und zwar um n'' in 24 Stunden, oder wenn s um 360® wächst. Ist 
nun d die für den Mittag (des betreffenden Ortes) berechnete De- 
klination der Sonne, so wird für den Augenblick des Aufgange, dem 

ns 
der Stundenwinkel s entspricht, dieselbe ö— «^betragen, wenn s 

in Graden gegeben ist; für den Augenblick des Untergangs, dem 



i 
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der Stundenwinkel s' entspreche, wird sie Ä -I- «^ ausmachen. Be- 
stimmt man also s und s' aus den Gleichungen 

n s n 8 

cöK90* + *) = 9inh sin (d — ^g^) -f- eosh cos (d — «^) eoss , 

' n s' n s' 

cosiQO^ 4- e) = sinh sin (A4- «^q) + <^os\) cos(fi + ojßQ)^^*»'» 

d. h. aus 



co«s = — 



«ne 4- sinh sinid — oß?r) 



ns' 



(a) 



cos s' = — 



Mn« 4- sinh sin (ß 4- ^tftt) 

ODU 

(?o«b<?o«(d4^— ) 

so wird man die Stundenwinkel für den Aufgang und Untergang 
der Sonne, und* daraus dann die Tageslänge erhalten. 

Um s oder s^ aus den Gleichungen (a) ermitteln zu können, 
wird man in den zweiten Seiten zuerst n gleich setzen, d. h. s und 

ß' (= s) aus 

-. sin e-^ sinh sind , ^ 

(J0Ä8 (= cos&O = -T : — (aO 

cosbcosö 

bestimmen, sodann diesen Werth für s (und sO in dfe zweiten Seiten 

der Gleichungen (a) einsetzen, und nun genauere Werthe fot, diese 

Stundenwinkel finden. Wollte man sich dabei noch nicht beruhigen, 

so könnte man diese neuen Werthe abermals in die zweiten Seiten 

von (a) einsetzen und noch genauere Werthe von s und s' damit 

n 8 n s' 

erhalten. Bei der Kleinheit von 5^77 und ^^77 wird aber dieses 

Verfahren nicht nothwendig werden. 

Nähme die Deklination der Sonne ab, so wäre natürlich d 
negativ zu (Hetzen. 

Sey B=61«31'47", «=:15"4'15'', n = 18'2^ « = 33'.. Also 
zuerst nach (aO s zu berechnen, woraus s = 110 ^47^ 7^';. mithin 
ns 110*47' 7" 



«n33' + «n61»31'47"*m(15»4'15"— 5' 30") 
co«51»3r47"co«(16»4'r6"-6'30") ' 

«n33'+«tn61''31'47"«m(16«4'16" + 6'30") 
co*5r31'4r"cö«(15M' 16" + 5'30") 

woraus 8 = 110®39'8", s' = 110*55'6", 

Verwandelt man diese Standenwinkel in Zeit (15^ auf die 
Stande), so erhält man : 

Aufgang der Sonne vor Mittag 7 Standen 22 Mio. 36 Sek., 
Untergang „ „ nach „7 „ 23 „ 40 „ . 

Die Tageslänge also betrag 14 Standen 46 Minuten 16 Sekunden^ 
Die Zeit des Sonnenaufgangs wäre sonach 12 — 7 Stunden 22 Min. 
36 Sek. =s 4 Stund. 37 Min. 24 Sek.; allein es ist dies nicht mittlere 
Zeit, wie die Pendeluhren sie zeigen, sondern wahre Zeit,* wie s\fi 
y(m den Sonnenuhren angegeben wird. Da an dem betreffendep 
Tage die mittlere Zeit um 3 Min. 3 Sek. hinter der wahren zurück 
war, so zeigte die Uhr bei Sonnenaufgang 4 Uhr 34 Min. 21 Sek., 
bei Sonnenuntergang 7 Uhr 20 Min. 37 Sek. 

Die Summe s + s', um die es sich handelt, wenn man nur die 

Tageslänge zu finden wünscht, kann übrigens einfacher erhalten 

n s 
werden. Da nämlich ^^;r immer klein ist, so wird man nahezu 

.... . ns - . ns ns , 

setzen können; coa-^^j- = 1, ww ^kx = <itc^^^, so dass 

ooü 6k}\j ooü 

. /.. ns V . ^ ^ ns 

stnyö — ^ött) = sind — cosöarc 



, ns V , ns 

cos [d — ;j777r) = cos ö-h sind WTC 



360^ "'"""'"360' 

. ,^ . ns V , ^ ^ ns 

nn{p -h gg^) = sind -heosö «rCgg^ , 

y.. . °S \ * ... DS 

cosiö-h— )=: COS ö — Sind arc:^-. 
Mithin, wenn man «^^^'o^^ vernachlässigt: . 



288 Tagwltoge. 

ns 



eins + sindatn}) — cosdsinh arc 



360 
coas = '■ 

COSDCOSd-^rCOSOStndCBrC 



360 

ns 



coahcoa^—coehsindarc 



360 cos^hcoa^ö 

OS 



sine 4- aindsinh — cosdainharc 



360 



. r i^T öö«b«n^ ns 

■■ •'co^'b coa^d 360 

«wfi-f-«znÄ«nb . . , ns aine+aindainh , ^ ns 

coahcoaö ^ 360 coahcoaö 360 

Ist also 



so ist 



Eben so 



woraus 



ains + aindainh _ 
coahcoaö "^ 

coas = n-\'(tglx—fiiffd) arc ^^ . 



coas'=fji—(tgh'-fitffö)arc^, 
Cö«s4-<?ö«s' = 2;i, coa&coa&' = fi\ 



wenn man immer ^^^'ö^ vernachlässigt ß liegt also zwischen ^ I 
und -f- 1. Aber (erste Abthlg. §.16): 

S~f~s' r 

CM-Y-=<?o^i8<?ö*i8'— «wisÄmJs'=$y(l + coas) (1 ■+• coas*) 

— JY(1— cö^s) (1— <?ö*s') 

=:iY l+ÖÖ^S-f-ÖÖÄS'+CÖÄSÖMS'— JYI— (?MS — CÖ^S'4-<?(?«SC{WS' 

Bestimmt man also go aus 

^ns + ^nd^nb 
coag> = ß= r 1 — , 

so ist 
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In anserm obigen Beispiele war <p = 110^47' 7", also s4-8'= 

««,««..,... . , . m , 221 Stund. 34 Min. 14 Sek. 
221®34'14", mithin Tageslänge = — y^ = 

14 Stund. 46 Min. 16||Sek. 

«Aus der obigen Formel ergibt sich sofort, dass für einen be- 
stimmten Ort die Tageslänge am grössten ist, wenn 9), d. h. d e^ 
ist, wobei wir d positiv denken, also das Sommerhalbjahr betrachten. 
Dann ist übrigens qf>>90^ also die Tageslänge immer mehr als 
12 Stunden. Der grösste Werth von d ist 23*27'28^ was zur Zeit ' 
der Sommersonnenwende eintriflft. 

II. Man soll diejenigen Orte der Erde bestimmen, deren 
längster Tag 24 oder mehr Stunden beträgt. 

Wir haben in der vorigen Aufgabe die Länge des Tages für 
einen bestimmten Ort und zu ein^r bestimmten Zeit zu finden ge- 
lehrt. Fällt nun (bei Orten auf der nördlichen Erdhälfte und) bei 
der grössten Deklination der Sonne, welche 23® 27' 28" beträgt, die 
Summe 8 + s' gleich 360® aus, so wud die Sonne am längsten Tage 
gerade 24 Stunden über demHorizonte bleiben. Da dann 9)=180®, 
co8(p = *— 1 , so ist fc = — 1 , also, wenn a der Winkel der Sonnen- 
bahn mit dem Aequator (23 ® 27' 28") : * 

rine -t- sinasinh 

coshcosa 

woraus dann b oder die geographische Breite zu suchen ist. 

Yemachlässigt man s, d.h. die Strahlenbrechung, so hat man: 

tffatff\)=^l, tgh=^cotga^ b = 90® — a, 

d. h. diejenigen Orte, welche unter 66® 32' 32" Breite liegen, haben 
am längsten Tage (23. Juni) die Sonne 24 Stunden über dem Ho- 
rizonte. (Polarkreise). 

Wird < nicht vernachlässigt, so ist 



* Ist die Deklination der Sonne a^ grOssten , so ist dieselbe in einem Ab- 
stände = 90^ Tom Durchschnitt ihrer Bahn mit dem Aeqaator, und der Deklina- 
tionskzeis trifft letztem eben so in einem Abstände = 90^ von jenem Punkte. Also 
ist (S* 11» V) die Deklination = Winkel der Sonnenbahn mit dem Aequator. 

Di enger, Trij^nometri«. 19 
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eine = coshcoaa — ^ ainasinh = €08{h 4- a) , 
d. h. 

b-fa = 90«~6, b = 90°-(a + fi). 

Für Orte, die noch mehr nördlich liegen, ist b > 90®— (a4-e), 

also dann ; > 1 , d. h. s -4- s' = 2 g) kann nicht mehr 

coah €08 a 

bestimmt werden, oder mit andern Worten, zur Zeit unseres läng- 
sten Tages geht dort die Sonne gar nicht mehr unter. 

in. Man soll för Orte, welche nördlicher liegen als die, deren 
Breite 90® — (ce + fi) beträgt, die Dauer des längsten Tages be- 
stimmen. 

Derselbe dauert von dem Augenblicke an, da die Sonne zum 
letzten Male aufgeht, bis zu dem, da sie das erste Mal wieder unter- 
geht, d. h. von dem Augenblick an, da der Stundenwinkel s (in I) 
= 180® ist, bis zu dem, da s' wieder 180® wird* Man muss also 
haben : 

co8(90''+e)=sinh8in(6-^^) -f-(?ö«b(?o«(ö-^^) co8 180®, 

co8(90^-i'B)=:8inb(8ind'-~^) -^coahcos^d'-^^-^^) co8 180®, 

wenn d, d* die (zu bestinmienden) Deklinationen der Sonne bei den 
Meridiandurchgängen zu Anfang und Ende, n, n' die Zu- und Ab- 
nahme der Deklination in 24 Stunden bedeuten (wo im Anfang die 
Deklination zu-, am Ende abnimmt). Yenxachlässigt man übrigens 
diese Grössen, so hat man: 

— 8inB = 8inh8ind-'C08h C08d = — coaQx-h Ä), 

b + Ä = 90®-e, Ä = 90® -(b + a); 
— 8ine = 8inb8md' — coahcoeö' = — C08(b -4- öO> 

b + 6'=:90«-c, ö' = 90® -(b •+•«), 

d. h. die Sonne geht zum letzten Male auf, wenn ihre Deklination 
= 90® — (bH-«), und geht unter, wenn dieselbe wieder so gross 
geworden ist. Die Zeit, die dazwischen verfliesst, ist die Dauer 
des längsten Tages. < 

lY. Alles Gesagte bezieht sich auf den Mittelpunkt der Sonne. 
Da'die Sonnenscheibe am Himmel eine Ausdehnung von ungefähr 
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32' hat, so wird es sich auf den nördlichen (obem) Rand beziehen, 
wenn man statt 6 setzt «+16' nnd auf den nntem, wenn man fnre 
setzt 8 — 16'. Denn soll der obere Rand der Sonne am Horizonte 
erscheinen, so ist es gerade dasselbe, als wenn man sich den Mittel- 
punkt durch die Lichtbrechung um 16' erhoben denken würde und 
liesse den Mittelpunkt erscheinen u. s. w. Die Grössen d und a 
beziehen sich immer nur auf den Mittelpunkt. 

Will man also in U den Ort finden, fiir den zur Zeit der 
Sommersonnenwende (23. JunO während 24 Stunden beständig 
wenigstens ein Theil der Sonne über dem Horizonte ist, so dass 
also um Mitternacht der obere Rand noch bemerkt wird, und erst 
die folgende Mitternacht wieder untertaucht, so findet man 

b = 90<»-(a-f-€ + 16'). ' 

Eben so wäre in HI unter denselben Voraussetzungen 

d = 90«'-(b + ö + 16'). 

Will man für Orte, die einen längsten Tag > 24 Stunden haben, 
die Daner der längsten Nacht bestimmen, so hat man die Zeit zu 
ermitteln, die verfiiesst von dem Augenblicke, da der Stunden- 
win^el beim Aufgange der Sonne = ist,, bis zu dem, wo er es beim 
Untergange ist. Bezieht man Alles auf den obem Rand, so ist also 

€08^90^ -f- « + 16') ^sinhsinö -h coshcosd = cosQ) — - d), 

b-« = 90^-h«+16',d=-(90«-f-eH-16'-b). 

Wenn also die Deklination der Sonne = — (90^+fi+16'— b) 
(also südlich) geworden ist, erscheint zum letzten Male für Orte, 
deren Breite b ist, der obere Rand der Sonne am Horizonte, und 
sie haben Nacht, bis wieder die Deklination diese Grösse er- 
langt hat. 

Y. Ehe die Sonne aufgeht, oder nachdem sie untergegangen 
ist, erscheint, durch Zurückwerfnng des Lichte^ in der Luft, Helle, 
welche man Dämmerung zu nennen pflegt 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn (Morgens) in Folge der 
Dämfaerung die kleinsten Sterne aufhören sichtbar zu seyn, die 
Sonne noch ungefähr 18^ unter dem Horizont sich befindet, während 
man ohne Licht noch Gedrucktes zu lesen vermag, wenn sie sich 
ungefähr 6^^ unter dem Horizont befindet, um zu ermitteln, wie 

' 19* 
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lange an einem bestimmten Orte die Dämmerang danere, wird man, 
wie in I den Stondenwinkel s^ fßr den Fall bestimmen, dass die 
Zenithdistanz der Sonne 108® beträgt (oder 9^^ für den zweiten 
Fall), so wie s, für die Zenithdistanz 90® (wenn maii die Lichtbrechung 
hier ansser Acht lässt, da es bei diesen Rechnangen aaf ausserordent- 
liche Genauigkeit nicht ankommen kann); der Unterschied Si — s,, 
in Zeit verwandelt, gibt die Dauer der Dämmerung. Ist also ^ die 
Deklination der Sonne, b die Breite des Ortes, so ist 

eoalOS^—sindsinh sind sinh ^ ^^ , 

C0S8. = — , CO882 = z — r = — tgötgh^ 

wenn man die Aenderung in der Deklination unbeachtet lässt Zieht 

S """'S 

man hieraus s^, Sj, so ist ~r^-^= Dauer der (Morgen- oder Abend-) 

Dämmerung. 

Ist d^r Ort auf der Erde so gelegen, dass um Mittemacht die 
Zenithdistanz der Sonne nicht mehr als 108® beträgt, so tritt die 
immer währende Dämmerung ein, indem alsdann Abend- und 
lilorgendämmerung unmittelbar in einander übergehen. Will man 
f&r einen Ort der Erde den Tag bestimmen , an dem dies zuerst 
Statt findet, so hat man d aus der Gleichung: 

cos 108® = emösinh ■+• cosöeoaheoslSO^ = — eo8(ß-{'h) 

zn bestimmen, d. h. man hat 

108®=180® — (d + b),« = 72®-b. 

An dem Tage, an welchem die Deklination der Sonne =72®— b 
ist, wird also immer währende Dämmerung eintreten, und jeden Tag 
sich wiederholen, bis die Deklination der Sonne wieder 72®— b ge- 
worden. 

VI. Man wird nun auch leicht einsehen , in welcher Weise die 
hier noch etwa zn stellenden Aufgaben dieser Art zu lösen wären, 
so wie ganz in derselben Weise in Bezug auf Anf- und Untergang 
eines Sterns verfahren werden kann. Ist der Stern ein Fixstern, 
d. h. ändert er seinen Ort amHinmiel nicht, so wird die Deklination 
desselben im^mer dieselbe bleiben; der Stundenwinkel, durch Division 
mit 16 in Zeit verwandelt, wird aber dann Sternzeit angeben, 
d. h. eine Stunde wird der 24. Theil dea Zeitraums seyn, innerhalb 
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» 

dessen der Sternenhimmel seine Umdrehung einmal vollendet. Diese 
Zeit ist verschieden von mittlerer Sonnenzeit (I), nnd es sind 
24 Stunden Sternenzeit = 23 St. 66 M. 4-1 Sek. mittlere Sonnenzeit, 
, und 24 Stunden mittlere Sonnenzeit = 24 St. 3 M. 66*6 Sek. 
Sternzeit. ' . • 

Vn. Die Deklination der Sonne, die wir im Vorstehenden für 
jeden Tag als bekannt angenommen haben, wird aus den astronomi- 
schen Tafeln entnommen ; diese letztem sind aber für einen gewissen 
Ort (ä. B. 'Berlin oder Wien) berechnet, so dass sie für jeden Tag 
eines Jahres die Deklination der Sonne im Augenblick, da sie den 
Meridian jenes Ortes durchschreitet, angeben. Gesetzt aber man 
wolle für einen Ort, dessen Lage auf der Erde bekannt sey, die 
Deklination der Sonne für den Augenblick finden, da sie den Me- 
ridian des letztem Ortes passirt, und dazu etwa die für Berlin be- 
rechneten Tafeln („Berliner astronomisches Jahrbuch^) benützen, 
so muss man zuerst die Lage des neuen Ortes A in Bezug auf Berlin 
feststellen. Zu dem Ende bestimmt man den Winkel, den der Ber- 
liner Meridian und der des Ortes A (die beide sich im Pole durch- 
schneiden) mit einander machen, welchen Winkel wir hier von bis 
180® östlich und von bis 180® westlich zählen wollen und die 
geographische Länge des Ortes A in Bezug auf Berlin nennen. 
Da die Sonne in 24 Stunden (Sonnenzeit) 360® der Länge durch- 
läuft, so wird sie in jeder Stunde 15® durchlaufen, und wenn nun A 
östlich j(westlich) von Berlin, und zwar um t®, liegt, so wird die 

Sonne ^^ Stunden früher (später) durch seinen Meridian gehen, 
15 

t ' 

d. h. der Mittag von A wird — Stunden früher (später) eintreten, 

als der von Berlin. Man kann also leicht berechnen, welche Zeit 
in Berlin es ist, wenn der Mittag in A eintritt, und da man die 
Aenderung der Sonne in 24 Stunden aus den Tafeln entnehmen 
kann, so wird sich nach §. 53 der ersten Abtheilung die Deklination 
der Sonne für den Mittag in A finden lassen. 

Sey z. B. A in 28®45' westlicher Länge von Berlin, und man will 
die Deklination der Sonne für seinen Mittag am 13. August haben. 
Die Berliner Tafeln geben; 13. August 14® 46' 37-5", 14. August 
14® 28' 17-0", 15. August 14® 9' 42-7". 
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Da A 28^45' westlich von Berlin liegt, so tritt derl^fittag nm 

Yß ■ = 1 St 55 M. später ein als in Berlin, d: h. in letzterer 

Stadt ist es alsda;nn 1 ühr 55 M., für welche Zeit man die Deklina- 
tion der Sonne zu. suchen hat. 

13. Aug. 14'»46'37-5« _,^,^.,, "•^"• 
14.Aug. U'ES'ITO" _;°,"° -13-8". 
16. Aug. 14» 9'42-7" *"'**'* 

y^ = 14»46'37'6", Jji = -\8'20-5", z/*y, = -13-8'', h = 24, 

— 111 ^~^i _ _ 23 
*-^-in. "~h~~""~288 ' 

mithin in der Formel (h) (§. 63 der ersten Abthlg.): 

B = - 18'20-5" - i(^ - 1) 13-8" = - 18' 14-2", 

oB = - 1'27-4", y = 14»46'101", 

d.h. die gesachte Deklination ist 14<*45'10-1" (f&r den Mittag 
von A). 

§.29. 

Astronomische Bestimmimg der geographischen Breite. 

Im Vorstehenden haben wir die geographische Breite des Be- 
obachtnngsortes als bekannt vorausgesetzt. Wir wollen desshalb 
einige Methoden betrachten, nach denen man dieselbe auf astrono- 
mischem Wege bestimmen kann., Die meisten kommen auf Höhen- 
messungen von Fixsternen zurück, deren unveränderliche Lage am 
Himmel bekannt ist; die Deklination, überhaupt die Lage der Fix- 
sterne am Himmel, ist zwar selbst etwas veränderlich, in den astro- 
nomischen Jahrbüchern ist jedoch hierauf schon Rücksicht genom- 
men. Bei Höhenmessungen muss die Strahlenbrechung (Befraktion), 
die den Stern erhöht, also die Zcfnithdistanz verkleinert, vorher ab- 
gezogen werden, ehe man die Rechnung beginnt* 



* Die besten Tafein znr Berechnung der astronomischen Befraktion sind die 
Ton Bessel in „Tabolae Begiomontanae etc/ S. 538 ff. gegebenen» die aach in 
Sammlong von Hilfistafeln. Herausgegeben im Jahre 1822 von H. C. Schumacher. 
Nen herausgegeben nnd vermehrt von G. H. L. Warnstorff. Altona. 1845.** 
S. 30 ff. abgedruckt und zum Gebrauch erläutert sind. 



I 

Breite ans zwei Höhen desselben Sterns and der Zwischenzeit. 295 

Die. einfachste BestimmnDgsweise dei^ geographischen Breite ist 
allerdings die, dass- man bei einemJSteme, der nicht untergeht, also 
nahe am Nordpole sich befindet, die Höhe (Zenithdistanz) niisst, 
wenn er den Meridian passirt Da dies in 24 Stunden zweimal 
geschieht, so erhält n;ian zwei Höhen, und da beide Male der Stern 
gleich weit vom Pole absteht, so gibt die halbe Summe beider Höhen 
die Höhe des Pols , oder die geographische Breite. 

Nicht immer kann oder will man aber diese Methode anwenden 
und man hat desshalb andere erfunden, von denen wir eine oder die 
andere näher betrachten wollen. 

J. Ein Stern, dessen Deklination ö genau bekannt ist, wurde 
zu zwei verschiedenen Zeiten östlich vom Meridian beobachtet und 
seine Höhen h, h' über dem Horizonte , so wie die Zwischenzeit t 
(nach Sternzeit) gemessen; man soll hieraus die geographische 
Breite g> des Beobachtungsortes ermitteln. 

Den Stundenwinkel des Sterns rechnen wir wie in §. 27, HI 
angegeben. Ist derselbe für einen gewissen Augenblick sj h die 
Höhe des Sterns, d seine Deklination, so hat man (§.28, I, wo 
z = 90^-h): 

sinh = sin q> sind -\- cos q) cosdcoss. 

' Ist t die Zwischenzeit der Beobachtungen, so beträgt die Ver^ 
minderung des (immer noch östlichen) Stundenwinkels t, wenn t 
die in Winkel verwandelte Zeit t ist (15** auf l Stunde gerechnet). 
Demnach, wenn s der Stundenwinkel des Sterns zur Zeit der ersten 
Beobachtung ist, hat man: 

sinh. = sin q) sin d + cos qp cos d cos s , 
sinV = sin y sin d + cos 9 cos d cos (s — r) , 
woraus (p (und s) zu bestimmen ist. 

V Subtrahirt und addirt man beide Gleichungen, so ergibt sich: 

V+h . V-h j. • / 1 ^ • 1 

cos — - — sin — - — = cosqiCosösin{s — \t)sin\t 

f 

' sin — - — C08 — - — = 9inipsind+co8q)C08dco8(s — j«)co»jT, 

d.h.' 

cos(psin(j& ^ ^r) = a,, cos(pcos(s — iT) = h^csinq>j 
wenn 
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eosd8in\% * casdeos^t 



Dnrch Qaadriren nnd Addiren erhalt man darans 

C08*^ = a' H- b ' — 2hcsing> + c^sin^qt. 

d.h. 

1 — (a* -}- b *) = (1 4- c*)«h*5p — 2bcmn9> , 

bc±Vl-a*-b* + c»-a*c* 
«n9, = j-p^^ . 

ans welcher Gleichdog zwei Werthe von g> folgen , die (wie bei g> 
voransgesetzt) zwischen —90® und +90* liegen. Welcher der 
zwei zu wählen ist, wird im gegebenen Falle leicht za entscheiden 
seyn. Ist-g) bekannt, so ergibt sich s dnrch Aoflosnng des sphäri- 
schen Dreiecks^ dessen Seiten 90® — h, 90®— qt^ 90®—^ sind, nnd 
wo s(ZPS) der Seite 90® — h (ZS) entgegen steht 

Der Werth von sin g> ist übrigens auch 

bc±V(l-a')(l+c»)-b* 
'^"* = 1 + c» -• 

Ans dieser Formel folgt, dass a'<l 

]B seyn mnss, da sonst 8ing> nnmdglich w^e; 

wir können also immer einen Winkel | 

zwischen md 180® bestimmen, so dass 

.eo8^ = Sk, 1— a* = «m'|. 

Setzt man dann noch c= tg^y wo auch 1" zwischen und 180®se7o 
soll, so ist 

/ — i — ^ 

/ 

da eben \co8^t auch = ± cos^. Setzt man nun, da offenbar 
^w'|>b^co«*f seyn muss: hcoet^ein^costpj so ist 

8ing>=h8inico8t±co8CV^in^^sin^ = b«2wf<?o«f ± cos^sin^sinyp 
=8in^co8tp8ini± eosisinisintp = «mf «n(f ± xp). 




Beispiel. 
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Die AaflöfiQDg anderer Aufgabe ist mithin dnrch das folgende 
Formelsystem gegeben: 



C08 



cosösinit * ""co^it* 



C08\p 



', «iwy = «n|«in(.f + ip), 



co8Ösin\ 

cosöcos^tsini 
wo 1, 1^, V zwischen ond 180" liegen. 

Ein Beispiel mag zar Erlänternng dienen. Die Angaben sind : 
«=-2n4'9", h = 26»33'210", h' = 36»41'll-8", 

t=2St.35M.46-6Sek. 
Darans 
T=38«56'3r-5",. |f = 19''28'18'7", J(li'+h)=31''37'16-4", 

J(li'-h) = 5«3'66-4". 

%<;o«J(h'+h) =9-9302014 %««J(h'+h)= 9-7195810 



logmn \ (h'-h) = 8-9459242 

E%co»«=0-0003307 

Efo^«»n$t=0-4771075 



%<;0«|= 9-3535638 

|=76«57'l7-9" 
io^«n|=9-9886450 

Zo^<^«=8-5915373(-) 
E%coa|t =0-0255779 
%<^f=8-6171152(-) 

^=l77»37'43-3" 
%cö«f=9-9996279(-) 

%«m|=9'9886450 
lognnil+^i) =9-9270963(-) 
fo^amy, =9-9167403(-) 

«p.=-55''27'5"* 



log co8\ (h'-h) = 9-9983006 

%co«f=9-9996279(-) 

Elogcos»= 0-0003307 
' E%co»i«=0-0265779 

E%OTri§=0 0113550 

%co»V=9-7547731(-) 
tj>=124»38'68-5" ' 

f+V=302''16'41-8" 
t-^= 52«58'448" 



20^«n|=9'988645O 

logtinji- «p) =9-9022292 

lognnq>t =9*8908742 

9i=51*3'38-2". 



* Man vird leicht bemerken, dass nnsere Fonnelii auch noch gelten, wenn 
der Beobaohtnngsort anf der sttdlichen ErdhUfte sich befindet, in welchem Falle 
9 negaÜT wSre. - Die Deklination mnw natOrlieh dabei gegen den Nordpol als 
Posithr gerechnet werden. 
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Da der Beobachtangsort anf der nördlichen Erdhälfte lag , so 
gilt.blos der zweite Werth von 9). 

Wir haben oben angenommen, beide Beobachtangen geschehen 
''östlich vom Meridian. Es sind aber offenbar noch folgende Fälle 
denkbar ; 

1) Die erste Beobachtung geschieht östlich, die zweite westlich 
vom Meridian. Jetzt tritt an die Stelle von s—ir die Grösse r— s, 
da der zweite Standenwinkel westlich ist; da aber cos (s — x) 
= cos(t — s)y so bleiben alle Gleichungen ungeändert. 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Jetzt ist 
s ein westlicher Stundenwinkel und statt s — r zu setzen s + r, also 
blos — t für t, so dass 

_ co8\0i'hh')8in\(h- hp ^_ tgö 

cosdsin^r ' cos^t ' 

_ ßin{(li 4- h') C08i(h — hf)co8^ 

C08dC08^t8in^ 

8ing>=^8in^8m(^±.\p), 

3) Die erste ist westlich, die zweite wieder östlicL Jetzt ist 
s wieder ein westlicher Stundenwinkel und für s— r kommt 360° — 
(s + t) ; da aber cos [360* — (s 4- t)] = cos(s 4- r), so ist die Auf- 
lösung dieselbe, wie in Nr. 2. 

Im Falle 1 kann h' = b sein ; alsdann wftre eos £ = 0, t = ^0^ und 

cos f t eo9 o cot \ t 

Im Falle 3 wftre ebenfalls b' = b mOglicb, und man erbftlt dann dieselben 
Fonneln. 

II. Der Winkel am Zenith Z, den der Höhenkreis ZH und der ' 
Meridian AZB mit einander machen, heisst das Azimuth des 
Sterns S. Wir wollen dasselbe von Norden durch Osten nach Süden 
bis 180 ^ und von Norden durch Westen. nach Süden ebenfalls bis 
180® rechnen; alsdann ist der Winkel PZS in dem Dreiecke SZP 
das Azimuth Ton S. Das Azimuth wird offenbar vermittelst des 
Horizontalkreises eines Theodoliten gemessen, wenn man mit dem 
Höhenkreise die Höhe des Sterns beobachtet. 

Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind (d, d') wurden 
auf der östlichen Seite des Meridians in gleicher Höhe (h) beobachtet 
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und der Unterschied ihrer Azimathe * (a) gemessen. Man soll die 
geographische Breite des Beobachtüogsortes (nebst erstem Azi- 
mathe) daraus bestimmen. 

In Bezug auf die Richtung» nach welcher der Unterschied zweier 
Azimuthe gemessen wird, wollen wir immer annehmen, dass man 
von der ersten zur zweiten Beobachtung übergehe, indem man den 
Höhenkr^is in der Richtung Nord-Ost-Süd- West dreht. Alsdann 
sey a das Azimuth von S, d. h. bei der ersten Beobachtung, a der so 
gemessene Unterschied, so ist das Azimuth vonS^ d.h. der zweiten 
Beobachtung = S'ZP, entweder = a + a im ersten Falle der Fig. 75, 
oder « + a — 360® im zweiten, da für diesen Fall SZS' = 360® — a 
und S'ZP = SZP - SZS' ist. ♦* 




In den Dreiecken ZPS, ZPS' hat man 

sind = sinhsin q> + €08hcosg>eo3a^ 
sinö^ ='8inh8ing> '\' CQehco8g>co8(a -l-.a). 



^ Der unterschied der Azimuthe wird, wenn man mittelst eines Theodolite^, 
der einen HGhenkreis bat, beobachtet« auf dem horizontalen Kreise geradezu abge- 
lesen. Die direkte Beobachtung eines Azimnthes setzt die Kenntniss der Meridians- 
richtang auf der Erde Torans; umgekehrt aber wird auch die Kenntniss eines Azi- 
nmthes diese Meridiansrichtnng geben. Nifti werden wir in den folgenden Auf- 
lösungen jeweils das Azimuth bestimmen, oder doch leicht bestimmen kOnnen, so 
dass damit zugleich auch die Aufgabe gelöst ist , die Richtung des Meridians in 
dem Beobaehtungsorte zu bestimmen. Kennt man diese einmal, so lassen sieh 
dann leicht auch direkte Azimuthe messen, was einer weitem Erläuterung wohl 
nicht mehr bedarf. 

** Die Azimuthal-Ünterschiede gehen bis 360^ Die zwei FSUe der Figor 
unterscheiden sich durch die Lage der Sterne am Himmelsgewölbe. Es ist Übrigens 
SH = S'H' gedacht und bei der zweiten Beobachtung der Stundenwiakel kleiner 
als bei der ersten. 
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welche Formeln allgemein gelten, dacö«(a-+-a— 360*)=::cM(a-f-a). 
Vergleicht man dies mit I' (wo d und h zu taaschen sind), so 
hat man 






tgh. 



c?ö«ti;= — ^^ ^ — - — . . , 8tnq>=8tnSsin(i±ti}L 

^ coshcos^SLStnS ' ^ » ,\ -r/ 

Wir haben in unserer Ableitung beide Beobachtungen östlich 
vom Meridian vorausgesetzt Wie in 1 ergeben sich aber noch 
folgende Fälle: 

1) Die eine Beobachtung östlich, die zweite westlich vom Me- 
ridian. Jetzt ist das erste Azimuth (a) östlich, das zweite westlich; 
der unterschied sey wieder a, gemessen, wie bereits angegeben. 
Das zweite Azimuth ist jetzt immer 360®— (^H- a), wie man leicht 
sieht, da a+ der Summe beider Azimuthe = 360® seyn muss. Die 
obigen Formeln bleiben also ungeändert. 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Das 
erste Azimuth sey wieder a, a der wie bereits angegeben gemessene 
Unterschied, so ist das zweite =« — a oder « — a4-360®, so dass 
in obigen Formeln blos — a für a zu setzen ist. 

3) Die erste Beobachtung westlich, die zweite wieder östlich 
vom Meridian. Die Azimuthe (erstes westlich, zweites östlich) 
sind a und-a — a; da aber (Jo*(a — a)={?o«(a--a), gilt jetzt die- 
selbe Auflösung wie in Nr. 2. 

ni. Aus drei, auf der östlichen Seite des Meridians gemesse- 
. neu Höhen h, h^, h'' desselben Fixsterns, so wie den gemessenen 
Zwischenzeiten, die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 
des Sterns und Stundenwinkel der ersten Beobachtung) zu be- 
stimmen. 

Ist wieder q) die Breite des Beobachtungsortes , d die (unbe- 
kannte) Deklination, s der (unbekannte) Stundenwinkel der ersten 
Beobachtung, t, ^' die in Winkel verwandelte Zwischenzeit zwischen 
der ersten und zweiten, ersten und dritten Beobachtung,- so hat 
man wie in I: 
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mih =mnq>9ind-h cosg>co8dcos8f 

einhf =:&inq>8ind -h C08q>co6dcos(» ^ t)^ 

«rih"= sin (paind + cos g> cos ö cos (s — r'). 

Hieraus ergibt sich durch Subtraktion: 

h'H-h . V— h , . , ,\ . , 

cos — - — sin — r — = cosg>cosdsin[s — itjsinit f 

h"^-hh h" h 

cos — - — sin — ~ — = costfcos^8ia{% — \%*)sin\%\ 

woraus durch Division: 

h' + h . h'-h 

2 2 _ 8in\s — \t)am\t 



cl.h. 



h"+h . h"— h «h(8-4r0«nit'' 
cot — — — nn — :: — 



h^ + h . V~h . , / 
. • 4 \ cos — -z — sin — - — sin\r 
ggn(8 — ^r) _ 2 2 ^ 

«nCs-Jr')" h"-4-h . h''-h . , 

cos — r — sm — r — sin\t 



= a, 



also ' 

«in(s — ^t) = a««(8 — ^t'), 9in^cos\t — cos%sin\%^=^SkS%n^cos\'i' 

— z>cos%sin\%\ 

woraus, nachdem man mit co^s dividirt: 

tg%{cos\%-r^cos\jf) ^=' sin\t — 9ksin\x* y 
» . sin\x — SLsinit' 

C0S\t — 9,C0S\t* 

Da s zwischen und 180^ liegt , so bestimmt diese Formel s 
ganz unzweideutig. Will man jedoch» behufs logarithmischer Rech- 
nung, eine bequemere Formel haben, so ist: 

gzn(s — \x*) + ^n(s — ^t) _^ 1+ a 
«m(s — ^t') — «w(s — Jr) 1 — a' 
gfn[s— ^(T^+r)](?Qg| (T~yO _ 1 + a 
cm[8— |(t'-f-T)]«n J(t-t') "" 1 — a ' 

Setzt man nun 

— / _ cos\{\i' + h) sin\(y — h) gzw ^T^ 
*- ^^~"coj?Kh"+h)«wJ(h"-h)«nyT' 
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so ist 

Da s — |(t H-r') zwischen 0® und 180®* liegt, so bestimmt 
diese Gleichung s — K"*^ + *0» *^so auch s. Nunmehr ist 

h + h' . h'~h 
€08 — :^ — 8in — - — 

C08g>C08Ö = — :-7 , V . , , 

8tn{s — ^t)8zn^t 

und ferner 

8inh =^ 8inq> sind -{- cos g> 0088(1 — 2«w^— ) 

= sin g>8ind-h cos g>cosd(2co8^——l)f 

d.h. ^ h + h' . h'— h 

2cos — - — sin — r — 

«mh = cosiif —ö) — ^ rr"^, — «»^ o» 

^ «2n(s — ^t)8tn^t 2 

^ h + h'-. V-h 

2(?0« r — Stn — r — 

V 2 s 

= — Cö«(y -f- d) H r-7 rv^"l — ^^* V • 

^ «in(s — jT)«ew^r 2 

Hieraus folgt ^ ^ h + h' . h' — h . ,s 

2 <?o« — ^-^8in — - — sin^— 

€08(q>'-d) = sinh H r-r- , . . , , 

. h + V . h'~h .s 
2 cö« — - — sin — - — coä*-T 

cosi^pH-d) ^ — sinh H 7-7 , . . , . 

«ew(s — ^t)sinj^t 

Man bestimme nun | so dass 

« h' + h . h'-h 
'2 cos — r^ — stn 



r^vuis —z: — Sin r- 

2 ' ^nha2n(s>-|r)«2n^ 



stn^t 

^ h"-f-h . h"— h 
2 cos — i: — Sin 



2 V «mh«n(s~^T')«w^T'* 



* Das<180^ so istnatürMchs — J(t+t')<l80®; dann sind "s-t, s-c' 
poritiv. alBoaach28-(t+tO>0, s-J(t+T')>0, und mithin in stärkerem 
Masse s — J(<-f-T')>0. 
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was immer möglich ist, da h''>b'>h seyn wird. Alsdann ist 

s 
C08(g>'hd)= — 8tnlL'\' sinhig^^ cotff*— 

2 

=:8inh(tff^icotg^- — 1) 

' 8in^^co8^—-'COs'^^8in^—) (b) 

= sin h — — - — 

cos^^etn*— 

«w(|-h|)wn(|--) 
= 9t7)h ' . 

Sind y, y' zwischen 0" und 180" liegende Werthe von 9 — • ^, 
g) + d, die hieraas folgen, so hat man, da^ + d positiv oder negativ 
seyn können, nie aber 180" übersteigen: 

9)-fd = y', jqi>-hd= — y', \q> + d = y\ 1^ + ^=— y', 
d. h. ' . 

% 

,5P = i(y+y'), Iy=i(y-y0, jy=K/-r)» j?p = -K7'+y), 
«=Ky'-y), l«=~Ky'+y). U =i(Y'+r)^ U =Ky=y')* 

Da sich nun in der Wirklichkeit leicht wird entscheiden lassen, 
ob g) = ±i(y4-yO*' oder =±K/""y)> s^ geben die (b) die ge- 
naae Lösnng unserer Aufgabe. 

Man hat also: 

coa^Qi' + h) nn^jh' - h) ein^r' 
^^~co8iOi." + li)8ini(h"-h)8mit' 

^^h «nh«w(| -1- g) «n(§ - -) 

€08^§8tn — 
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304 Drei HiJhen desselben Sterns und die Zwischenzeiten. 

Im Vorstehenden warde vorausgesetzt, das alle drei Beobach- 
tungen östlich vom Meridian gemacht wurden. Es sind aber noch 
folgende Fälle möglich : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Für s — t' hat 
man nunmehr «'— s, so dass die Grundgleichungen dieselben bleiben. 
Dasselbe gilt für die Formeln (b). Was (a) betrifft, so sey X der 
zwischen und 180^ liegende Winkel für den 

so ist (erste Abthlg. §. 11) 

s-i(T + tO = A-hn.l80^ 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach 

8 = ;l-4-i(T-^TO^-n.l80^ 

und man hat die ganze Zahl n so zu wähleq, dass s zwischen und 
180^ fällt, was offenbar nur einen einzigen Werth fdr n gibt. (Wäre 
z. B. X = 135^ \ (r-f-r') = 76*30', so wäre A + i(^ + ^0 = 21 1 "30" 
also müsse n= -1 d. h. s = 21 1^30' -180» = 31*30' seyn.) * 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Fürs — r, s— r' 
sind zu setzen t— s, t'— s, so dass die Grundgleichungen dieiäelben 
bleiben. Für (a) gilt dasselbe wie so eben unter Nr. 1. 

3) Alle drei westlich. Jetzt treten s + r, s 4- r' an die Stelle 
voÄ 8 — r, s — t', so dass also — t, — r' für t, t' zu setzen sind. 
Man hat demnach: 

h + h' . h-h' 



COB — :: — 9ia — r — 8in\%* 



h+h" . h— h" 
COB — - — 9%n — - — mK\t 



'i7[8+i(^' + t)] = ^K^'-*)<i7(t^-H45»), 



tgl 



f 



^ h-f-h' . h-h' 



2^ 9in\9in{%'\'\t)rin\x 

^ h+h" . h-h" 

.sa/ ^^^^"T^^^-2- 
= 8m V 7 

2 9in\y9in\^-\r\x*)8m\%* 



^ Dasselbe Besoltat ftnde sich, wenn man X aas obiger Formel negatit 
nähme, ninüich = — 46^ wodurch s = A-t- J(r-hf) = 31^30' würde. 
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Die (b) bleiben angeändert. 

4) Die zwei ersten westlich , .die dritte östlich. In Nr. 3 tritt 
360®— (s + rO an die Stelle von s+t',. so dass Alles bleibt, wie 
80 eben. Der Werth von s wird in ähnlicher Weise bestimmt^ wie 
in Nr. 1. 

5) Die erste westlich^ die zwei andern östlich. Die Anflös^ng 
in Nr. 3 bleibt auch hier. 

Im Falle Nr. 1 hOnnte £ = h'\ oder h' =: h'' seyn. Fttr h ^ h'' ist ip obigen 

Formeln offenbar 

(;o« 9> CO« 5 «Ht (s — f «') «in 1 1' = , 

also da nicht eo8 9> , eosÖ, sin \ %* Null sind, ist «tn (s — J t^ = 0, d. h. s = {«', so 

dass s ganz direkt bestimmt ist , und man der Formel (a) nicht weiter bedarf. 

Zur fiestimmnug von ig i wählt man nnn den ersten Werth. -^ Für h' = h'^ hätte 

man s = J(r+i^) > oder man könnte die Formeln des Textes geradezu anwenden. 

Im Falle Nr. 2 könnte h = h', oder h = h'' seyn. Für h ^ h' wAre-s = |t nnd 
man würde zur Bestimmung ron igi den zweiten Werth wählen; für h = h'' wäre 
8 s= 1 1' and für tg i hätte man den ersten Werth zu nehmen. 

Für Nr. 4 könnte h = h", oder h' = h" seyn. Da jetzt für h = h" (und - t* 

statt %*) ; 

eo% 9 €08 Ä »tn (s H- J t') «« J t ' = , 

soist«i»(s-l-Jt')=0, also s +|t'=180^ mithin s = 180** -it'. Uebrigenswäte 
jetzt auch ^ = dO^ wo^orch man dasselbe erhalten würde. Der Fall h' = h'' kann 

geradezu durch unsere Formeln erledigt werden ; übrigens ist dann s= 180^ ^— . 

Für Nr. 5 könnte h = h', oder h = h" seyn. Wenn h = h', so ist s = 180° 
— |t ; wenn h = h'' : s = 180° -^ | c^ Das Uebrige ist wie so eben. 

IV. Aus drei aaf der östlichen Seite des Meridians gemessenen 
Höhen desselben Sterns, so wie den gemessenen unterschieden der 
Azimathe soll die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 
des Sterns nnd erstem Azimnthe) berechnet werden. 

Seyenh, h', h" die drei beobachteten Höhen,* d die Deklination 
des Sterns, a das erste Azimuth,' nnd man habe die Azimuthdiflfe- 
renzen so gemessen (Nr. II) , dass man von der ersten zur zweiten, 
nnd von der ersten zur dritten Lage in der Drehungsrichtung Ost- 
Süd-West-Nord fortgeschritten ist; dieselben seyen a, a', so hat 
man wie in H: 



* Welche Höhen natürlich Torerst um die Strahlenbrechung zn corrigiren 
(erniedrigen) sind; dieselbe hängt Übrigens blos von dem i^nstande der Atmosphäre 
nnd der Höhe ab. 

Dieikgeri Trigonometrie. . 20 
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sind = sinhsinq) + coshcostpcosay 
sind = sinh*stnqi 4- cp8Vcosqi€os(a H- a), 
sind =^ 8inhf* ein fp ■^co8\i*'cosq>cos{a + a'), 

woraus 9), d, a zn bestimmen sind (a ond 2J sind positiv, können 
aber von 0® bis 360® gehen). Darch Subtraktion folgt aus diesen 
Gleichungen : 

= sin(p (jnnYi — sinhf) + co8q>\co8\keo8a — eoahfeosijz + a)], 

0:=isinq> («wh— «wh") 4- cos (p [^coshcosa — coeh*'co8(a 4- a')]. 

Nun ist (erste Abthlg. §.16): 

«nh — sinhf =: 2 cos{ (h -h h') «tn^ (h — h') , 

«nh - «nh"= 2(?(>«i(h + h'0«««K^ - h'O; 
<;(7«hc0«a — eo«h^C0tf (ce 4- a) = ^{cosh — co^h') [<?ö««4-<?ö«(a4"a)7 

* "*" T (eö«h 4- ööÄ h') \^C08 a — co« (a 4- a)} 
= 2«m4(h4-h')«wKli' — h)<?ö*(a 4-ia) w^^a 
4- 2(?i>«^(h 4- h')cö«|(h' — h)«in(a 4- ia)«n$a, 
<?o« h (?ö« a — cos h" 00« (a 4- a') = 2 sin | (h 4- h") 8in | (h" — h) X 
co«(a4-ia')<?ö«ia'4-2co«J(h4-h'0^ö«2('^"— h)«n(a4-|a')«wia', 

folglich, indem man zugleich durch cosq> dividirt: 

0=^O8^(h'\-V)8ini(h'-h')tffg>'^sini0i-i-h08ini(V-h)X 
co8(ä 4- ia,)co8^a, 4- <?o«4(h4-h')oo«^(h'— h)«fn(a 4- Ja)«n^a, 

0±=tfo«Kh-^-h'0««Kh~t'0<S'y + «nKt4-h'0^»Kh''---h)X 
co«(a4-^a0^o«ia'4-<?o*Kh + h")^ö«J(h"— h)«in(a4-4a')«Wi^a', 

woraus für tff fp zwei Werthe folgen. Setzt man 

tff^) = tff\B.cotff^Oi' — h^cotgiCh' -hh), 
tffxp'= tg^n'cotsiiOi'' - h)cotffi(h'' 4- h), 

so hat man: 

^^5P=^^|(h4-h0co«(a4-^a)t?ö«ia4-(?ö^^Kh'"~W**^(« + i*)**'*i* 
= ^^J(h4-h0 cosisxr 4- ^a)(?o« Ja 4- tg-^ig^i^i 4- h') C08\2kSin{a-¥\vi) 

= i?^Kh"^li0^o«ia[caÄ(a4- Ja) 4-«w(a4- Ja)/|^ip] 

_ /|(7 J (h 4- h') CO8 \ Sicosia 4- Ja — 1/;) 

und eben so 

_ tg^Oi-\-V0 C08^aL^C08ia 4- Ja'— t/zQ 
^^'^ cos\p' 

' Ganz eben so erhielte man übrigens auch 
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» 

tgg>= sin^skeotff^ (h' — h) €os(a -4- Ja) cotffxp-^ 

4- <?o<^i (h' — h) Ätw (a 4* i a) «n J a 

_ sin^&cotg^Oi^ —h) co8(a -h {SL — xp) 

sin \p 
_ sin^SL^ cot g {Qi'* — h) cos (« + ^ a^ — 1 /;0 
^^^ siny\)* ^~' 

Demnach: 

- ■ — . . — - ™~^ - I - — — — 

co8{a -h Ja'— ip') tg\Oi-\- V)co8 {d^cos ip' ' 

__ <>otg \ (h" — h) sin \ a' «tw ^ 
cotg \{\i' — ]i) sin \di.8in%l)'\ 

Setzt man die zweite Seite == A, so erhält man hieraus, in- 
dem man tu 1 addirt, oder von 1 subtrahirt, und die Resultate 
dividirt 

{?<?«(« + Ja' — , tp') 4- öö«(a-h Ja — y\)) _ 1 -f- A 
^ö5(a + Ja'— t|;')--ööÄ(a4-Ja — t(;)""l — A' 

d. h. (erste Abthlg. §.16): 

cog[ft4-J(a-haO— -J(V;-j"ipO]gQg[i(a— a04-J(V^'-~V^)3 _ 1+A 
«m[«4-|(a + a')---J('*'+^')]^nQ(a--a04-J(t^'— V;)]"*!— A* 

Also wenn 

tg^ = K, ]^^:=^igQ + ^b')^cotgi^h'^t): 

cotgla + {(a 4- a') - J(ip + V'O] cotg[{Cs, - a') 4- J(V;' - 1/;)] 

= <^(|4-45«), 
<5f [a 4- i(a + aO - J.CV' •+• V^O] = <?o<^(l 4-45«) co^^ [|(a - aO 

4-U^'~V')]- 
Sey nun i der zwischen und 180® liegende Werth von a •+• 
i(a4-aO — f(^4-i/;0> der hieratis folgt, so ist allgemein (§. 11 
der ersten Abthlg.): 

«4-f(aH-aO — J(V + V'') = '^-f-n.l80^ 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Man hat «Iso 

a = A4-n.l80«4-J(V;4-V;0-Ka + aO, 
und da a zwischen und 180® liegt, so hat n einen einzigen, immer 

leicht zu bestimmenden Werth. Kennt man nun a, so gibt tgtp d6n 

Werth von tp, und ö wird sodann aus den ersten Gleichungen 

gefonden. 

20* 
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Znr Anflösang der Aufgabe hat man also: 

tg\p = tff^SLCOtff^iW -r- }0cotg^0i + hO, 
. tfftt}'=tff\2,'cotffiiV'—h')cotffH\i + h'')f 
tffjQi 4- h'O €08^0,' cos \p _ tg^Qi^ — IQsin^Sk'sin^ 

^A = (?o^^(g + 46^)co/;5rQ(a ~ a') -h KV'' — ^)]> 
« = X— J(a + aO + KV + V'0-^n.l80^ 

<^K^+^O^ö«Jaco«(a-l-|a— tf;) 

COStj) 

co^^K^'— h)«w|a(?o«(a 4- Ja — t/;) 
__ tgjQi + h^0co8i a,*co8(a'hiB,'—\j) ^ 

8in\p' 

Im Vorstehenden wurden alle drei Beobachtungen als östlich 
vom Meridian angestellt angenommen. 

Wie in UI hat man jedoch noch folgende Fälle zu betrachten : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Schreibt man 
wieder vor, dass man bei Messung der Azimuthdifferenzen zwischen 
erster und zweiter, erster und dritter Beobachtung die Drdhungs- 
richtung Ost-Süd- West-Nord emhalt6n müsse, so sey a das erste 
(östliche) Azimuth; alsdann ist a + a oder .a+a— 360^ das zweite, 
360® — (a + aO das dritte. Die obigen Gleichungen bleiben also 
nngeändert. 

i) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Das erste 
(östliche) Azimuth sey a, so sind die andern 360"— (a+a), 360®— 
(a+vaO (beide westlich), also bleiben ebenfalk die obigen Glei- 
chungen nngeändert. a, a' sind in demselbeju Sinne, wie oben, ge- 
rechnet 

3) Alle drei sind westlich. Die (westlichen) Azimuthe sind : 
«fär die erste Beobachtung; a = a, oder 360®-f-a>*-a für die zweite; 
a — a' oder 360"4-a— a' för die dritte. Also treten — a, — a' 
an die Stelle von a, a', d. h. man hat : 
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ts!xt> = tff^a.cofff^Oi-h')eotgi(h + h.'), 

. __ <^^(h4-h^0 cos^SL^cosxp _ tg\ (h — \i*)sin \ B/aimp 

« = ;H- i(a + a') H- KV' + V'O + o • 180^ 
_ ^^^ (h + h') cos 5 a ööÄ (a — J a — ip) 

^^"~ C08\p 

__ cotff\(h-'V)8iniAeo8(a — ^a — tp) 

^sintp 

"~ casxp' 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte östlich. Die Azimuthe 
sind «; a — a oder 360^ H- a — a das zweite; a' — « das dritte. Die 
Formeln in Nr. 3 bleiben also ungeändert. 

5) Die erste westlich, die andern zwei östlich. Die Azimuthe 
sind «, a — a, a' — «, also bleiben wieder die Formeln in Nr. 3. 

Y. Drei Sterne , deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, warden in derselben, welter nicht bekannten Höhe beobachtet, 
so wie die Zwischenzeiten ihrer Beobachtungen gemessen^ 

Da die Lagen der Sterne bekannt sind, so kennt man nicht nur 
ihre Deklinationen d, öi^ d'\ sondern auch die Winkel am Pol, 
welche ihre Deklinationskreise (Stundenkreise) mit einander machen. 
Gesetzt nun, die Deklinationskreise zweier Sterne machen mit ein<^ 
ander den Winkel j?, so wird, wenn s der Stunden winkel des einen 
Sterns ist, der des andern zu gleicher Zeit s + /3 seyn, wenn letz- 
terer östlich vom ersten steht auf der östlichen Seite des Meridians; 
zu einer Zeit t später, wird er also s + i^±15t seyn. Aus diesen 
Andeutungen wird man leicht entnehmen, wie man immer die 
Unterschiede der Stundenwinkel der drei Sterne für die drei 
Beobachtungen angeben kann; sie seyen r, t\ so hat man 
jetzt: ' 






/ 
I 
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sinh = sind^^simp'^ cos d^' €08 q> cos {S'ht'y 

Vergleicht man dies mit IV., so erhalt man sofort: 
tffjp = tg\tcotg\{li' — d)cotffi(d' + *), / 

f._ tff{(d'¥- d")co8 \ z'cos^t _ tg^jd' — d)sin\t'9m\p 
^ tffi{d-hd')cositco8%ff' ~~ tffiiß" — Ö)8init8in^' * 

s = A - i (t + t') + K V' + ^') + n • 1 80 ", 

_ ig \{d -h d') €08 \t C08 (s -h {t — ^) 
^ €08^) 

_ tffk{^-hd'')€08\t'C08(Sr^\t'~^') 

€08\\l' 

_ cotg\(ß' — d)8in | r co8 (s + J t — tp) 

8in'ip 
_ €otgi(ö^*—d)8in{t'co8(&-h{T'—\p') 

8in%fj' 

Als Zahlenbeispiel wollen wir das folgende (von Gauss in 
der monatlichen Gorrespondenz 18. Band, S. 289 gegebene) bei- 
fügen. 

Die beobachteten Steme waren: a Andromeda (östlich vom 
Meridian)*, a kleiner Bär, aLeyer; die Zeitunterschiede (Stemzeit): 
14Min. 4 Sek. = 3^31', und 31 M. 56S. = 7^68' 46"; der Winkel 
der Stundenkreise der zwei ersten Sterne ist 14^7^50*55" östlich, 
des ersten und letzten.82^1'5'55" westlich; die Deklinationen der 
drei Steme sind: 28^2' 14-8", 88« l7'6-7", 38«37'6-6". Also: 

r= 4-14'7'50-56"~3«31' = + 10^36' 50-56",t'=-82*1'5-65" 

- 7^58' 45" = - 89«59'50-55", 

Ä = 28«2'14-8", d' = 88n7'5-7", d" = 38^37' 6-6", 

woraDs: ^ 

«(«'_«) =30 '7' 26-45" J(«'+«) = 58'9'40-26", 

!(«"-«) = 6*17' 25-9", K«"+«) = 33''19'40*7", 

iT = 5*18'28'27", iT'= -44*69' 66'27". 
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%47|t=8-9679726 %<^^r'==9'9999801(^) 

%<?<^^K^'~^)= 0*2363974 loffcotg{(:ö'' -ö)=l'0333869 
loff€otff{(ö' -hd)=: 9*l930610 loffcotgi(d''+ö)= 0'l820539 

logtfftp=^8'9974369 lofftfftp'=^l'215A209('w-) 

,^=5 MO' 37-95" v"=93^29'4-93" 

%<^K^"+^)=9*8179461 i (^ - *0 +^K^' - ^) ' 

logeosit' =9-8^950 =69°3'23-76" = y 

^0^(70«,/;=: 9-9978645 %(7öif^ (45^ + 1) . 

ETZo^«^K^'+^)=ö-7930670(~) =0-1857383(~) 

Eloffcos^t =0*0018655 log cotgy = 9'5828937 

E%co«V;'=r2162246(-) %/J^A= 9*7686320 (-) 

%^i^l=0«764627(-) A=149*35'14-71"^ 

|=10P53'4i-29" X-i(r + rOH-K^ + V'') 
45« + |^146'*53'4r29". =219°0'51-14", 

n= — 1, 

s=39^0'5M4". 
sH-ir~tp= 38^38' 38-46". 
^^^'K^' + ^) = 0-2069330 
Zo^cö5|r = 9-9981344 
log cos(s-h{t — ilj) = 9-8926738 
E Zö^ cö^ 1/; == 0;0021354_ 

Zo^^^g) = 0*0998766 ^ 

(p = 5r31' 51-45". 

Die hier angegebenen Sternörter sind die scheinbaren Yom 27. Aug. 1808, 
als dem Tage der Beobachtang; sie ändern sich mit der Zeit nach bekannten Ge- 
setzen, so dass zu ▼erschiedeo^u Zeiten dieselben anch verschieden sind. ^ unsere 
Formehl Terlangen natürlich die Kenntniss dieser scheinbaren Sternörter« Reiche 
letztere in dem ^Berliner astronomischen Jahrbuch" für alle Tage des Jahres ge- 
geben sind. Die Deklinationen sind dort geradezu angegeben ; was die Winkel 
der Deklinationskreise anbelangt, so ist in den Tafeln die gerade Aufsteig.ung 
jedes Sternes angegeben , d. h. der Winkel , den der Deklinationskreis des Sterns 
und der des Frühlingspunktes (§.28, I) am Pole mit einander machen. Die- 
selbe wird von ^Westen gegen Osten von 0^ bis 360^ (gewöhnlich von 0^ = Stande 
bis 24^) gez&hlt. ' • 

VI. Drei Sterne, deren Deklinationen (^, ö', Ö") bekannt sind, 
worden in gleicher, jedoch nicht weiter bekannter Höhe beobachtet, 
und die Unterschiede ihrer Azimuthe gemessen. * 

* Um diese Beobachtungen anzustellen , bedarf man eines Theodoliten , ^er 



2ll2 Diö Breite wird bestimmt a» den gemettenen Höhen 

Mit Beachtung des firüher Gesagten wird man bei den vielen 
hier möglichen Fällen die Winkel a, a' (positiv oder negativ zu 
nehmen) angeben können, so dass 

sin d^ = 8tn h sin g> + coe h cos y, cos a , 

sin d' = sinyisin y H- cos h cos y cos (a 4- a) , 

Ä2n Ä''= ^n h wn 9 -4- co« h cos qt cos (a + a'). 

Daraas folgt wie in III: 

_ cosjid -f- y) sini(ö' — d) sinjaL' 
^^'^ cosild-^d")sinild''-'ö)sinisL' 

> <^A = ^i(a'~a)<^(V^ + 45*^), a = A-J(a' + a)-fn.l80», 

sind sindsin(^-h ^) sin(t - ^) 

cosCw-rh) = ——0-Z9 co«(g)4-h)= ; 

cos^tsin^- 

ergeben sich hieraus 7, y' für 9) — h, cp + h, so ist qp = ü(3'"^yO 

oder =±Ky' — y)' 

Vn. Zwei Sterne, deren Lagen am, Himmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Höhen über 
d^m Horizonte beobachtet. Man soll hieraus die Breite des Be- 
obachtungsortes finden. 

Seyen d, b* die bekannten Deklinationen; }l^ h' die ebenfalls 
bekannten Höhen der beiden Sterne; s der Stundenwinkel des ersten 
Stents bei der Beobachtung , so wird man aus der bekannten Lage 
beider Sterne und der Zwischenzeit der Beobachtungen die Grösse 
t finden können, so dass s + r der Stundenwiakel bei der zweiten 
Beobachtung ist. Man hat nun : 



einMi Hdhenkreift hat » welcher übrigens nicht einmal eingetheilt zu seyn braacht. 
Man stellt das Femrohr auf einer gewissen Höhe fest, die eben der H5he der drei 
Sterne entspricht nnd beobachtet sodann die Azimnthdifferenzen. 

Ist a ein Ostliches Azimnth , also der erste Stern, dessen Deklination h ist, 
Östlich vom Meridian beobachtet, so sind die im l^exte angegebenen Formeln ge- 
radezu anwendbar, Yorans^esetzt , dass maii die Azimnthdifferenzen hi der in II 
angegebenen Weise rechnet. Ist dagegen a ein westUches Azimnth » so hat man 
-- a, — a' an die Stelle von a, a' zn setzen. 
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8inh^:^8ind8inq>'\'COBdeo8q>€08St ) •v 

ainh' = sind' sing) + €08 d'coeq)C08(s-hr%) 

aus welchen GIejchnngen (p and s gesucht werden. 
Aus der ersten^ dieser Gleichungen folgt: 

8in^h=^ 8m^d8in^q) -{-Zsind co8d8inqi€a8<pco8S'^€08^dco8^ q>0O8^ Sf 

und hieraus : 

1 ■— CöÄ*h=(l ^C08^d)8in^g)-\-28indc08d8in(jpC08(pC08B 

•+-C08^qtC08^s(1^8in^d)^ 
d. h. " ' 

1 -— C08^h=^8in*q> — co8^Ö8in^(p ■+■ 28indco8d8inqi€08 q> C08s 

-hC08^ipC08^S C08^(p€08^S8in^öy 

1 — co8^h = 8in^q> — C08^d8in^q> -h 28indco8Ö8in(pco8q)C08S 
'hco8^(p(l —8in^s)'-'€08^q>co8^s8in^dj 

woraus leicht: 

€08^h=^co8^d8in^q) — 28indco8d8inq)C08(pc08B 

-{-C08^q)8Q8^s8in^d-hC08^q)8in^s 

= (co8d8inq> — C08(p8inÖ€08s) * 4- (costpsins) \ 
oder 

(C08 dsin <p — C08 (p 8in ö cos b\ * /^cos q> sin 8'\ ' _ , 
cosh J V cosh J "~" 

Hieraus schliesst man, dass ein Winkel xp möglich ist^ so dass 

cos 8 sin w — cos q> sind cos.s . co8(psins . ,, v 

iL -^ = cos xp, — ^— 7 — = sin %p. (b) 

cosh. ' ^ cosh T \ y 

Die beiden ersten Gleichungen in (a) und (b) sind nun : ; , 

sind sin qt + cosö coss cos (p =■ sin h , 

cosdsin(p — cos q) cos 8 sin ö=^ cosxpcosh; 

zieht man aus denselben die Grössen sinq) und cos (p cos s^ so er- 
gibt sich: 

sintp = sinhsinö -\- cosxpcoshcosöy \ 

cos(p coss = sinhcosö — cosipcoshsind, ) 

Die zweite Gleichung (a) ist 

sin h' = sin d' sin ip ■+• cos d* cos z cos (p cos s + cos Ö' sin r cos q> sin s , 

also wenn man beachtet, dass nach (b) cosqtsins = coshsintfj^ und 
aus (c) die Werthe von sinq> und cosq> cos& einsetzt: 
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«2nh'= sinYismdmii' 4- cos^pcoehcosl^ainö' + mih eoed cosd* cost 

— C08 ip C08 h sin ö cos d' cost — cos ö' sint cos h sin tp , 
d. h. . . 

sin h' — sin h sin 6 sin ö' — sin h cos ö cos ö^ cos t = 
costpcosh(cosösinö* — cos dasind cost) -^'cosd' sintcoshsinxp. 

Man bestimme nun den Winkel | so dass ' 

- cos d sin d* ' — cos d* sin ö cos t 

cotffS = ^ j,, . y 

. coso stnr 

80 erhält man: 

sinh^—sinhsinösind'—sinhcosdcosd^cost cosd* sinxcos{j^-^\p) 

' - cosh sin^ 

oder 
. ' ^ sin^(jsin\i' —sinhsindsind* -sinhcos^ cosd' cost) ,,^ 

^ ^o«n<?o«o'92nT 

woraus, bei bekanntem $, nunmehr 1^ erhalten wird. 

AoB der zweiten (b) and der zweiten (c) folgt nun: 

coshsintU 
MW h t?o« 5 — CO« h ^n ö CO» 1/; 

' und dann folgt go aus (c^ wozu man s nicht nöthig hat, oder aus 
der zweiten (b) und der ersten (c) : . 

sin&(ßin\isind-\- GosYiCosöeos'üi) ,^ 

tgq)=^ ^^i — : — : ^--. (0 

coshsinxfj 

Will man die Rechnung etwas bequemer einrichten , so bestimme 
man einen Winkel fi so dass 



tgfi= -^ — , {sind' = coso* cost tffß) 9 

cos t ' ' 



so ist 



^ . cos d cos 5' cos ttgiA — cos d' sin d cos t 

cotgt= ^!y . 

coso' sin t 

^ r ^^ . ..N coigtsin(ti — d) 
= cotgt(cosdtgfA — «wd) = — : • 

cos fJL 

Macht man ferner 

fyt}\ 

tgS= ^ y (sin}x = coshcost]Jtg^j 
cosxp 

so ist 



' ^ 
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ainh cosö — cosh sind costp = eosö cosh cos^p igt— coah sind eoetff 

__ C08hc08\lß8in(t-—df) ' 



^ stniC— o) 



und 

sinh sind 4- <?ö«h eosö costf) = <?o«Ii ^<?äi^ tgt^nö + cosh cosdco8\p 

_ gpgh cps\p€Os(X^ ff) 

sinscosiC—d^cotgtp 
tg(p = u -, 

oos^cotgs 
oder da (Jöif// 1/; = -t-tv — i^ • 

V 

tg(p = cotg it — ö) cos s. (f ) 



üebrigens ist auch nach (c) 

COs\iCOS'^OOS{X'^d) 

sinip =■ cosh costp tgistno + costp cosn cosö = ^-—^ 

_^ sinhcosit— d) , . ^ 

sinQ ^ 

da tnan cosh cos tp = sinh cotg ? hat. 

Eben so ist 
sinhsindsind' 4- sihhcosöcos6'co8t=:^sinh [sind cos ö^ cos ttgfi 

-{-cosdcosd'cost] 

_^ sin h co s d* cos t cos jfi — d) 

cos fl 

also ' ^ ' 

_ . - . sinhcosd^costcos(ti—dU ^'^§ 

cosa+tp) = [8tnh ^— i cosh cvsd' eint 

I 

und wenn man endlich 

_ sin h cos & cos t cos (ji — d) 
^^~' , cosh* cos II 

setzt, so ist 

sin^ r sinh'— cosh* tgri \_ sin^ sinQx' — rj) 
cos (,s -T-yJ) — ^^^ y^ cosd'sint ) ~~ coshcosiicosd* sint 

Zur Auflösung unserer Aufgabe hat man also : 



I 
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,, .^ sin^8in(h^ — w) ^ j. tgh 
. ^ coshcostjcosö'sint ^ costfj 

einhco8il—'i() 

und wenn man s will : 

tg\l)co8t ^ ^ -y, -. 

^9^ — J^r> -^f tgq) = C08BC0tg(i—ö). 

Die Winkel /n, g, rj, f sind zwischen und 180® zu wählen; was 
l + t// anbelangt, so gibt es zunächst einen zwischen und 180® 
liegenden Werth oo für S + V'» aber | -4- 1^ = — oo wäre ebeji so 
zulässig» so dass tp doppelwerthig erscheint, eben so also auch ^ 
und 9>. Welcher der beiden Werthe von 9 zu wählen ist, lehrt die 
Ansicht der Aufgabe. 

Als Beispiel wählen wir das folgende: Am 19. Sept. 1830 wur- 
den beobachtet: Arcturusin l6®40'33-5",Athairin49®6'3-7"Höhe; 
der Zeitunterschied betrug 19 M. 1836 SeL, (= 4®49'35*4'0. Die 
Deklinationen sind 20®4'23-6" und 8*26' 0*0"; Areturus war west- 
lich vom Meridian und der Winkel beider Stundenkreise 83®39' 13*7" 
östlich. 

Hier ist also h=16®40'33-6", h'=49®6'3-7", ö=20®4'23-6'', 

ö' = 8®26', T = ~83®39'13-7"-f-4®49'55-4"= - 78® 49' 38-3". 

Zo^^^ö' = 9*1710289 logco8fi= 9*8999221 

E%gQgr = 0-7127205 Zö^<^r=10-7044107(-) 

logtgfi = 9-8837494 Elog8inipi-Ö)= 0'5255206( -) 

iii = 37®25'17-7" Zo^^^|=ll-1298534(-) 

/i-.ö=:17®20'541" |=94®14'27-9" 

log8znh = 9-4578196 Zö^«nS=9 9988091 

log €08 6' = 9-9962785 log 8m (h' — 17) = 9-8364925 
logco8t = 9*2872795 E%<?ötfh= 0-0186604 

logco8(jA-'d) = 9-9797802 Elogco8fj=^0'0022013 

E%<Jo«h' = 0-1839396 EZo^coäö'=0-0047214 

EZo^üö^/i = 00000779 EZoffgewt= 0-0083098(- ) 

logtgri = 90041752 logco8 (J-f- t/t)=9-869l945(~) 
17= 5®45'50-6" |+t^=137®43'34-l" 

h'-i7 = 43®20'J3-l" §= 94®14'27-9 

' 1/;=: 43® 29' 6^ 
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Zo^«^h=9'4Y64799 %«fnh=9-4678196 

E%<;<wV> =0l393302 %<Jo«(^:—Ä) =9-9996312 

%^?=9-6168101 E%wn^ =0-41836y9 

f=22"'26'2-8" %«fn9)=9-8758187 

f— «= 2''2r39-2" q)=48''42'14;0" 

logtgip= 9-9770232 

logco8i= 9-9659219 %c»«8= 8-6716069 

. E%««(r-3)= 1-3861699 logeotgii—lf)= ll'^M%OlZ 

%^8=ir3280160 %<^y= 10-0563072 

s=87''18'35-2" 9=48«42'14-0". 

Mit demselben Beobt hatte man auch £+tp=— 137''43'84-1" setzen dürfen 
und dann gefunden «>. = —281»68'20", t=164»4'14-6", t-*=133»69'61-0", 
9)=-a7°7'121". 

Vm. Aus zwei gemessenen Höhen (h, hO desselben Sterns, 
dessen Deklination ö bekannt ist, so wie aas dem gemessenen Unter- 
schiede der Azimnthe (IT) des Sterns bei beiden Beobachtungen die 
Breite des Beobachtungsortes (nebst dem Azimuthe der Ersten 
Beobachtung) zu finden. (Beide Beobachtungen östlich vom Me- 
ridian.) Ist a der Unterschied beider Azimuthe , so hat man 
(Fig. 76) 

sin d = sinh sirnff + eosh cos ^ cosuy 
8ind= sinh^sin g> -I- co&h^coa tp cos (a -f- a) , 
woraus (p und a zu bestimmen sind. 

Vergleicht man mit VII, so ergibt sich folgende Auflösung: 
tqh! . cosutgai ^ taöcosh^ €osa^co8(u'—li) 

^^ C08B, -^ ainOi—^y cospi 

.. , ,^ sin^siniö—fi) . ,, tffd 

cosi^-h'U/)^ TTTr-, ^ffi=-^* 

^ co8Öeos7jeosh' stna, costp 

sinöcosCt — h) 

stng) = T—y , 

8ini 

tg^bcoät 
^^^^ dait—hy ^99—^o8acotg(X-lL), 

worin wegen der Winkel fA^ ^9 rj, ^^ rp^ q) dieselbe Bemerkung gilt, 
wie in VII. 

1) Greschieht die erste Beobachtung auf der östlichen, die 
zi^eite auf der westlichen Seite und ist a das erste (östliche) 
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Azimuth, so ist däs zweite (westliche) 360"— (a -ha), also bleibt 
obige Anflösang. 

2) Sind beide Beobachtangen westlich, so sind die (westlichen 
Azimuthe: a; a = a oder 360® -ha — a, so dass — a an die Stelle 
von a tritt. 

3) Ist die erste westlich, die zweite östlich, so gilt dasselbe 
wie in Nr. 2. 

Wollte man die angegebene analytische Auflösung nicht benützen , so kann 
man eine rein trigonometrische an deren Stelle setzen. In dem Dreieck ZSS, 

Fig. 76. 




B Ä 




kennt man ZS = 90^ — h, ZS' = 90^— h', SZS' = a, kann also dasselbe toU- 
•ständig berechnen , d. h. SS' nebst ZSS' finden. In PSS' kennt man Jetzt 
SP =; ST = 90® - d , SS', kann also den Winkel PSS' = PS'S erhalten ; alsdann 
istZSP = PSS':fZSS', woraos das Dreieck ZSP aufgelöst werden kann. Man 
sieht,' dass eine doppelte Auflösung theoretisch möglich ist, wie dies auch in der 
analytischen Auflösung liegt. 

IX. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind, wurden in 
verschiedenen Höhen h and h' über dem Horizonte beobachtet, so 
wie der Unterschied ihrer Azimnthe gemessen. Man soll die Breite 
des Beobaehtnngsortes bestimmen. 

Man hat hier 

sind =^ sinhsifKp -h coshco8<p cosa, 

sind^ = sinh* sinq) -h coaV cos (^a -h a,) ^ 

worin a bekannt ist (vergl. Nr.U), und woraus go und a zu ermitteln 
»nd. Vergleicht man mit VIT, so erhält man upmittelbar folgende 
Lösung: 

'C08SLC0S(f£ — h) 



^^h' . f. 008 ßtg^ ^ aindcosh'coi 



COSfA 
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% 

^ co^äoosrjcosh'szna, costp 

«wqp = r-z , 

8in f 

tgxpcoat ^ . ,v IN 

tga = r Tc. , ^ , tg(p = eosacotgii— h). 

/In Bezug auf die Winkel gilt dieselbe Bemerkung wie za VD. 

X. Man beobachtet aa einer nach Sterazeit gehenden Uhr die 
Zeitpunkte, io denen derselbe Stern, dessen Lage am Himmelsge- 
wölbe bekannt ist, durch denselben Höhenkreis , und zwar zuerst 
auf der ostlichen, dann auf der westlichen Seite des Meridians^ geht. 
Man soll hieraus die Breite des Beobachtungsortes ermitteln. 

Da man die Lage des Sterns S am Himmelsgewölbe kennt, so 
kennt man mithin seine Deklination d, so wie 
seine gerade Aufsteigung. Daraus ergibt 
sich der Stundenwinkel s der ersten und s' 
der zweiten Beobachtung. * Man kennt also 
in dem Dreiecke ZSP: den Winkel ZPS=s, 
PS = 90" — Ä, und sucht ZP = 90^-9), 
wobei wir das (östliche) Azimuth SZPmit a 
bezeichnen wollen. Ist a' das (westliche) 
Azimuth für die zweite Beobachtung, so ist oflFenbar «4-«'— 180®, 
und man hat (§. 7, Formel 5) : 

cotffX90 ® — ö) ww (90 ® — g)) = cos (90 ® — y ) co« s -f- sin s cotg a , 
d* h. 




* Sey z. B. die gerade Aafsteignng des Sterns 197^25'30'^ die Stemzeiten 
der Beobachtungen: 9^ 6' 12" und 16^ 17' 38" (die Stemuhren von bis 24»» ge- 
rechnet). Da die übr 0^ zeigt, wenn der Frühlingspunkt durch den Meridian gebt, 
so ist derselbe bei der ersten Beobachtung also bereits vor 9^ 5' 12" durch den 
Meridian gegangen, d. h.» er befindet sich 136° 18' (= 9^5' 12"X15) westlich von 
demselben. Der Stern S steht aber 197' 25' 30". Ostlich vom Frfihtingspunkt, ^it- 
bin befiadet er sich noch 61°7'30" östlich vom Meridian, d. h. s = 61°7'30". Bei 
der zweiten Beobachtung war der Frühlingspunkt bereits vor 16^ 17' 38" durch den 
Meridian gegangen, er befand sich also 224° 24' 30" westlich, d.h. eigentlich 
wieder 115° 36' 30" östlich vom Meridian. Der Stern S befand sich mithin 
244°24'30"- 19V°25'30" = 46°69' westlich vom Meridian , oder s' = 46° 59'. 
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/ ■ • • 

ta 6 €08 cp — sinw cds s 
eotga = -^ — ^--^ ^ , 

, tgdco8q)^8inwco8&- 
cotgvc^- ^^ — j^ ^, 

aöd da cotya* = — cotga: 

tff8co8(p — sinq) cos s' _ 'tgd C08 g? — 8mq>co8s 
sins' 8ins 

oder, wie leicht ersichtlich: 

tgösins-^tgfjß cos s' sin s = — tgösin s' + tgq) cos s «zw s^ 

__ tgdCßins 4- g^w80 __ tgd(jsins* + gms) 
CO« s sin s' + (?oä s' sin s «in (s' + s) 

_ 2 sin \ {&' + s) co8\ (s' — s) 

■^2«inKs' + s)co«Ks' + s) ^ ' 
mitbin , 

cos\{%' — %)^ ^ 

woraus 9 gefanden wird. 

Wir haben hiemit die wichtigsten Methoden zur Bestimmung 
der geographischen Breite eines Orte? angegeben. Von denselben 
verlangen: I und VII eine genaue astronomische Uhr, ein Stern- 
verzeichniss und einen genauen Höhenkreis; III eine ühr und einen 
Höhenkreis; H, VHI und IX ein Sternverzeichniss , einen Höhen- 
kreis und einen Azimuthaikreis (Theodolit mit Höhenkreis); IV einen 
Höhenkreis und Azimuthaikreis; V und X eine Uhr und ein Stern- 
verzeichniss; VI ein Sternverzeichniss und einen Azimuthaikreis. 
Je nachdem man also über das eine oder das andere dieser Hilfs- 
«mittel verfugen kann, wird man die v eine oder andere dieser 
Methoden wählen. Für G-eodäten, die in der Regel gute Theodo- 
liten besitzen, und ein Sternverzeichniss sich leicht verschaffen 
können, empfiehlt sich vorzugsweise VI;* danebea dann II, 

IV, vin, IX. 

Zur Bestimmung der Lage des Beobacbtungsortes ist übrigens 
noch die Ermittlung der geographischen Länge (§. 28, VII) in 
Bezug auf einen bestimmten Ort nothwendig. Dieselbe kommt 



[ * Diese Methode tü|irt von Qrnnert her. 
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durchweg anf die ErmittloDg des Zeitunterschieds zurück. Kennt 
man ein Ereigniss, das zu derselben Zeit f&r die Orte A und B ein- 
tritt (eineMondsfinstemiss, Pulversignale u. s.w.)» mid bestimmt in 
A und B nach den dort regulirten Uhren die Zeitpunkte der Er- 
scheinung, so kennt man den Zeitunterschied, woraus die geo- 
graphische Länge dann geschlossen wird. Signale an Drähten 
elektrischer Telegraphen dienen offenbar zu demselben Zwecke; 
eine nach Berliner Zeit (z. B.) gehende Uhr und die Beobachtung 
des Mittags an einem Orte B nach dieser Uhr gibt ebenfalls den 
Zeitunterschied zwischen B und Berlin u. s. f. 

Bei Beobachtungen auf dem Meere, bei denen man nieht die Erhebung eines 
Gestims über den Horiiont dei Beobaehtongsortoi messen ksnn , tritt neben der 
Korrektion wegen der Refraktion noch die wegen der Depression des Meereshori- 
contes hinzn, deren Bestimmung sich in der dritten Aufgabe des |. 47 der ersten 
Abtheüong befindet. 



Sechster Abschnitt. 

Anwendung der sphärischen Trigonometrie 

auf Gteodflsie. 

4 

§.30. 
Berechnung eines DreiecksnetMs. 

L Wie in §. 48 der ersten Abiheilung angegeben worden» 
fiberzieht man bei grossem Vermessungen den zu vermessenden 
Landstrich mit einem Dreiecksnetze, dessen Winkel gemessen werden 
nebsti einer Seite (Basis) des Netzes, woraus dann die fibrigen 
Seiten zu berechnen sind. 

Die höhere Mathematik lehrt nun , dass man eine zwischen 
zwei Parallelkreisen (Schnitten des Erdellipsoids parallel mit dem 
Aequator) liegende (schmale) Erdzone, deren mittlere geographische 
Brette ß ist, ansehen kann, als Theil einer Eugelfläche, deren 
Halbmesser r durch die Formel 

b 

Dienger« Trifonometrie. 21 
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gefondea wird-, wo b die halbe Erdaxe und e = y ' ~ 15 » '®'"* 
a der Halbmesser des Aeqoators ist. * 

Zttr bequemem Berechnong von r bot man die Formeln : 

b . „ . . _ b 

<j<w<)p = — , «na = «mg)««p, r= — j-r. 

Wählt man den Meter zar Maassemheit, so ist 
%a= 6-8046434637, %b = 6-8031892839, 

%co«9> =9-9985458202, Joymg):^ 8-9122052079. 

Berechnet man hiemit r, so hat man: 

ftlr 0' geographische Breite, ?o^r = 6-80318»3, 
„10» „ „ . =6-8032766, 

„20» „ „ , =6-8035286, 

„30" „ „ , =6-8039145, 

„35» „ „ , =6-8041439, 

„40» „ „ , =6-8043886, 

„45«' ^ „ , =6-804ß410, 

„46" „ „ , =6-8046918, 

«47» „ „ , =«-8047424, 

„48» „ „ , =6-8047930, 

„49» „ „ , =6-8048434, 

„50" „ „ , =6-8048936,- 

„51" „ „ , =6-8049434, 

„52"' „ „ , =6-8049928, 

„53" „ „ , =6-8050418, 

„54" „ „ , =6-8060906, 

«56" „ „ , =6-8061386, 

„60» „ „ , =6-8063687. 

n. Bei der Berechnung der ein^lnen Dreiecke, selbst der 
ailergrö88ien,'wird man nun den in §. 23 bewiesenen Legendreechen 
Satz immer anwenden 9 dieselben also berechnen wie. ebene Dreiecke 
deren Seiten eben so lang sind als die Seiten (Bögen) der geodä- 
tischen Dreiecke nnd deren Winkel gleich sind den nm den dritten 



* Bieter Sats findet sich bewiesen In meiner Schrift über die ^Abbildong 
knunmer Oberflftchen auf einander.** (Braunschweig, Vieweg. 186a) 
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Theil des sphärischen Exzesses verminderten Winkeln der letztern. 
Die Berechnnng des sphärischen Exzesses geschieht nach den in 
§» 24 anfgestellten Vorschriften, wobei wir nochmals bemerken, dass 
der in der dortigen Nr. 4 betrachtete Fall, da man alle Winkel nnd 
eine Seite des geodätischen Dreiecks kennt, gerade der meist vor- 
kommende ist. Man gleicht zuerst^ wie dort angegeben, die Winkel 
anf 180® ans nnd berechnet das Dreieck alsdann wie ein ebenes, 
das die drei so erhaltenen Winkel und die gegebene Seite hat; die 
gefandenen beiden ändern Seiten sind die Seiten des Dreiecks. * 
Will man dann den sphärischen Exzess noch kennen, so wird man 
ihn, wie dort angegeben, berechnen können. Man bedarf des 
Werthes desselben bei der endgiltigenAnsgleichang der gemessenen* 
Winkel im ganzen Dreiecksnetze, deren Darstellnng jedoch hier nicht 
gegeben werden kann, da sie in ein anderes Gebiet gehört.*'*' 

Der Werth des Eugelhalbmessers ist übrigens hier nur bei Be- 
rechnung des sphärischen Exzesses nothwendig, und da dabei fünf- 
stellige Logarithmen immer genügen, so sieht man aus obigen 
Werthen von r leicht, dass man r für eine bedeutende Ausdehnung 
des Netzes in die Breite ungeändert lassen kann. Würde aller- 
dings das Netz sich über gar zu viele Breitengrade ausdehnen , so 
müsste man verschiedene Werthe von r benützen; allein in diesem 
Falle trennt, man gewöhnlich das ganze Netz in einige einzelne ab, 
die man fär sich berechnet, da ohnehin bei gar zu grossen Netzen 
die Ausgleichungsrechnung äusserst beschwerlich wäre. 

Wir haben bereits in §. 24, II an einem speziellen Beispiele gezeigt. 



* Sind A, B, G die Werthe der drei Winkel, wie sie durch Messung gefunden 
worden, £ der sphftrische Exzess, so sollte A + B + C= 180®-<hE sein; ist nun 
A+B+G = 180® + a, so ist £ — a die Summe der Beobachtungsfehler in den 
drei Winkeln. Da man , wenigstens für die hier ins Auge zu fassenden Zwecke 
genau genug, annehmen muss, dass die drei Winkel gleich scharf beobachtet wur- 
den, so wird in jedem der Fehler |(E — a) begangen worden sein« d. h. ihre wahren 
WerthesoUen A+J(E-a), B-hJ(E ^a), C-hJ(E-«) sein; zieht man datin 
▼on jedem JE ab, um die Winkel des ebenen Dreiecks zu erhalten, so hat man 
A — )a, B ~ |a , C — }a, wie in S. 24 angegeben. 

*^ Diese Ausgleichung habe ich ausführlich dargestellt in meiner Sd^ft: 
«Ausgleichung der Beobachtungsfehler nach der Methode der kleinsten Quadrat- 
summen.** (Braunschweig, Yieweg. 1857.) 

21* 
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dass der Legendresche Saiz selbst bei sebr grossen Seiten die 
Rechnung mit aller nur wünschbaren Schärfe fahren lehrt; es möchte 
jedoch nicht ohne Interesse seyn, sich die Frage zu stellen, wie 
gross die Seiten seyn dürfen, damit der Fehler im Winkel nicht 
O'OOl Sekunde betrage, d. h. damit, Wenn man gemäss den For- 
meln (20) in §.23 zuerst die ebenen Winkel A', B', C berechnet 
und dann die sphärischen daraus schliesst, der Fehler nicht 0*001 
Sek. betrage« Nach den Formeln (18) des §. 23 muss also 

F Vb*-l-7c' + a'_^^^, 
3?^ 120r- ^^'^"^ 

seyn. Macht man hier a=b=:c, was offenbar den mOglich 
grSssten Werth liefert, so ist 

F _ -^, also i440r* ^® ^®^- 

Setzt man .diese Grösse geradezu = O'OOl , so ist 
fa\*_ 1440 . 0001 _ 1-44 a _-&~ 



44 



16eV3 15QY3't ' 15qY3' 



a ' 1- 



qV3 



Nnn ist 



44 



%16 = 1'17609 

loffQ =6-31442 

loffY3 = 0-23856 

Efoff 1-44 = 9-84164 

6-67071 

ha- =1-64268 
a 

- = 43-92 
a 



a . . 1 1 

^ d.h. -ist kleiner als -^-r-, oder es dürfen die Seiten ungefähr = — 

des Halbmessers sein, bis der Fehler O'OOl Sekunde in den Winkeln 
beträgt. > 

Da bei 45 ^Breite %r = 6 '80464, so ist alsdann % a= 5'1 6 1 96, 
a= 145200 Meter, was einer Länge von über 16 Meilen gleich- 
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kommt. Es stimmt dies auch zusammen mit dem in §. 24, II 
Gefundenen. 

III. Sollen nnn in einem geodätischen Dreiecksnetze , in dem 
eine Seite gemessen wnrde, und in welchem in jedem einzelnen 
Dreiecke zwei Winkel oder alle drei gemessen worden (letzteres in 
der Regel), die Seiten berechnet werden, so wird man znnächst in 
dem Dreiecke, in dem die gemessene Seite liegt, nach §.24 Nn3 
oder 4 die übrigen Stücke finden; in dem nächsiten Dreiecke, in 
dem man nun bereits eine Seite kennt, eben so die übrigen Theile 
erhalten u. s. w. Der sphärische Ezzess findet sich in jedem Dreiecke 
entweder nach §. 24 Nr. 3 schon vor der Berechnung der Seiten, 
oder nach dem oben Angeführten , wenn nämlich die sämmtlichen 
drei Winkel gemessen wurden, auch nachträglich, wenn man dies 
vorzieht. Eine solche Berechnung des Dreiecksnetzes aus den durch 
Messung erhaltenen Winkeln ist jedoch) wie bereits angeführt, immer 
nur eine vorläufige, die zur Bestimmung des sphärischen Exzesses 
dient; ist derselbe für jedes Dreieck bekannt, so muss dann ver- 
mittelst der Ausgleichungsrechnung eine Ausgleichung der Winkel 
des ganzen Netzes Statt finden und die nunmehr erhaltenen Winkel 
sind als die wahren sphärischen Winkel anzusehen , mit denen die 
endgiltige Berechnung der Seiten, nach dem Satze des §. 23, durch- 
zuf&hren4st Der sphärische Ex- ^' ^^* 

208« jedes Dreiecks, der dazu notb- 
wendig ist, bleibt derselbe, wie er 
bereits bekannt war. 

Die Berechnung eines kleinen 
Netzes mag als Beispiel vollkom- 
men genügen. In demselben ist, 
wenn die Maasse in Toisen ange- 
geben sind, %AB=:4'1949091, 
dann in dem Dreiecke: 

ABC:A=76^5'31-926", B=:48*30' 9-629'', C= 56 «24' 19-269", 
BCD : B=50«59'56-261", C=78«9' 40-220", D=60"60'25-039", 
ABD:A=49«40'59-9l2",B=99*30'5-890",D=30«48'66-562", 
BDE : B=65*'53'6-152", D=73**31'26-514",E=40*36'34067", 
DEG:D=ß2*^49'30-98l",E=60«33'3-421",G=: 
EFG:E=5r21'6-323", F= 72*36' 12-945", G= 
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Bezeichnen wir immer die fläche des betreffenden ebenen 
Dreiecks mit J^ den sphärischen Excess mit €, setzen 20^r=6'51522I8 
(£e geographische Breite nngeffihr 63 *» nnd die Maasse Toisen» 
wdbd von dem oben «^gegebenen Werthe des logt abgezogen werden 
moss 0*2898200)^ so hat man: 

Dreieck ABC. 

A=76* 6'31-926" A'=:76* 5'31-651" %AB=41949091 

B=48 30 9-629 B'=48 30 9355 fo^«nB'=^ 9*8744736 

=55 24 19-269 C^ =55*'24 18-994 EfoyOTnC^ =O-0845O06 

180 0-824 180 %AC=4*1638831 

^=0-274 

% AB =41949091 
%<mA'= 9-9870776 
Efoy<wC' = 0-0845005 
^^BC= 4-2664872 
UgKR ~ 4-194909 UgJ = 803484 

%AG = 4-153883 %^ = 531442 

fc9»»iA'= 9-987077 Efo^r* = 6-96966 -10 
E%2 = 9-698970 löge = 0-31882 

%^= 8-034839 e = 2-084". 

Dreieck BCD. 

B =50«59'66-261" B' =50 •59' 66-754" foyBC=4-a664872 

C=78 9 40-220 C'=78 9 89714 %«nC'=9-9906620 

D =50 50 25-039 D^ =50 50 24-532 E%OThD* =0'l 104814 

180 1*520 180 %BD=4-3676306 

m = 0-606 

loffBC = 4-2664872 
%«2nB'= 9-8904954 
Elog8inD' = 01104814 
%CD = 4-2674640 
%rBC = 4-266487 %^= 8-22358 

%BD = 4-367631 %ß =5-31442 

Zojf«riB'= 9-890496 Etoyr*= 6-96956 — 1 
E%2 = 9-698970 %« = 0-50756 

%^= 8-223583 e=3-218^ 



' 1 
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Dreieci ABD. 

A=4»*40'69-912" A'= 49 "40' 69- 124" ^^ÄB= 4- 1949091 

B=99 30 6890 B'=99 30 5102 fo^«inA'=9'8822269 

D =30 48 56-562 0^ =30 48 55774 E%wnD'=0;2904965 

180 2-364 180 . %BD=4-36r6326 

2fi=0788 

loffAB = 41 949091 

%«nB'= 9-9940009 

Elogamli' = 0-2904965 

%AD = 4-4794065 

loffAB = 4-194909 logJ = 8-26551 

• loff BD = 4-367632 % ß = 6-3 1 442 

% sin B' = 9-994001 E % r * = 6-96956 — 1 



E loff 2 = 9-698970 % « = 0-63949 

fo^^ = 8-256512 e = 3-463". 

Dreieck BDE. 

B=66«63' 6-152" B'= 65 "53' 3908" %BD=4-3676325 

D = 73 31 26-514 D'= 73 31 24269 %«nD'=9-98l7895 

E = 40 36 34-067 E' =40 35 31-823 E%«mE' =00866389 

180 6733 180 Zo^BE=4-5360609 

6-733 



3 



= 2-244 

%BD = 4-3676326 

%«nB'= 9-9603391 

E loff «nE' = 0-1866389 

%DE = 4-5 1461 05 

loffBD = 4-367632 loffJ = 8-66300 

%BE = 4-636061 loffQ= 5-31442 

logsinB'= 9-960339 E % r * = 6-96956—10 

E fo^ 2 = 9-698970 % « = 0-84698 

loff // = 8-563002 « = 7030". 
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D = 62«49'30r981" 
E = 60 33 3-421 
113 22 34-402 



J)'= 62*49'28-390" 
E^ = 60 33 0-830 
113 22 29-220 

G'= 66 37 30-780 
G = 66 37 33-371 



lo9DE'=:9-02922 
:9iM>134 
993991 
5-31442 
9-69897 
6-96956-10 
:0-037l8 



logamti- 

logg- 

Elog2 

Elofft*^ 

E%«m(D+E) 

löge- 



0-89060 
7-773" 



«= 
1=2-591 



4-5146105 
9-9399120 
0-0371907 



loffDEz 
logtmW- 

ElogtinG,': 

%D6 = 4-4917132 

Dreieck 

E = 61*21' 6-323" 
F = 72 35 12-945 
123 56 19-268 



%D£: 

E%«m6': 

%EG = 4-4531444 



4-5146105 
9-9013432 
0-0371907 



E'=51»21' 4-569" 
F"= 72 35 11191 
123 56 15-760 

G'=56 3 44-240 
G = 56 3 45-994 

logEGr = 4-4531444 

log8mE'= 9-8926452 

E log»in^' = 0-0203744 

log¥G — 4-3661640 



EFG. 

logEß,* 

■ logamE 

%Mn(E-4-F) 

logq 

ElogainF 

Elogr* 

Elog2 

löge 



8-90629 
9-89265 
9-91889 
5-31442 
002038 
6-96956 
9-69897 



-10 



« = 



0-72116 
5-262" 



^ = 1-754 



%EG: 

logainG'- 

ElogainY'. 

2<7yEF=: 4-3924111. 



4-4531444 
9-9188923 
0-0203744 
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§. 31. 

Berechnoog der Polarkoordinaten. 

I. Hat man die Seiten und Winkel eines Dreiecksnetzes end- 
giltig berechnet, so werden in der Regel die Koordinaten der Eck- 
punkte des Netzes zu berechnen seyn. Dieselben sind entweder 
Folarkoordinaten oder rechtwinklige Koordinaten. Fig.79. 
Stellt NS den dnrch A gehenden Meridian vor, ist B 
ein Eckpunkt des Netzes, AB die von B nach A ge- 
zogene kürzeste Linie, so bilden die [iänge AB, nebst 
dem Winkel NAB, den dieselbe mit dem Meridian NS 
macht, die Polarkoordinaten von B. Die Entfernung 
AB ist immer positiv; der Winkel NAB soll von der 
nördlichen Seite AN des durch A gehenden Meridians 
durch Osten, Süden, Westen, von bis 360® gerech- 
aet werden; er piegt auch das Azimuth von AB 
in A genannt zu werden (vgl §• 29, ID* 

F&Ut man von B auf NS die senkrechte kürzest« Linie BC, so 
pflegen AC und BC die rechtwinkligen Koordinaten vop B genannt 
zu werden; dabei kl BO positiv, wenn B auf der Ostlkhen, negativ, 
wenn B auf der westlichen Seite des Meridians SN liegt; AC ist 
[positiv oder negativ, je nachdem C nördlich oder südlich von A 
Hegt. A pflegt zuweilen auch der Pol der Koordinaten oder der 
Anfangspunkt derselben genannt zu werden. (Vgl. meine „ebene 
Polygonometrie^ §. 3.) Nach der m S- 30 schon angefahrten Theorie 
kann man alle diese Grössen 
als auf einer Kugel vom 
(allerdings veränderiidien) 
Halbmesser r liegend an- 
sehen, also die Linien AB, 
BC, AC als Bögen grösster 
Kugelkreise betrachten. 

IL Wir wollen nun zu- 
nächst die Polarkoordinaten g 
zu berechnen lehren. Die 
hier zu Uteende Aufgabe ist die: ans den bekiumten Polarkoordinaten 
AB=3S, NAB = CK des Punktes B die des Punktes C| nfanUch 



Fig. 80. 
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AC=S^ NAG=a^ zu finden, wenn man BC=b nebst dem Winkel 
ABC = ß kennt, wobei wir den Winkel BOA = ß' nennen wollen, 
nnd natfirlich voraussetzen, dass ß and ß* unter 180^ seyen. 

Sey e der sphärische Exzess des Dreiecks BAC , der Wmkel 
BAC dieses Dreiecks =/i, so hat man (§.24, Nr. 2; erste Abthlg. 
§. 28, II): 

«=4 — p— t* 

S'«ni(jJ'-/i)=:(S-8)cMi(iS-iß), ] (24) 
S'co#i(iJ'-M) = (S + s)«n40J-J«), 
ü + ^' 4- «4=180*4-15. 
Hieraus folgt 

und da lO'^fi) seinem Werthe nach nicht fiber 9Q* seyn kann, 
60 folgt hieraus |(/3'—fi) ganz unzweideutig (wire die zweite Seite 
aegatfv, so Uge \ 0' -r #«> «wisohen und — 90®), md d^ auch 
((Ü' + Ai) = 9a®— (0 + 4^, so kennt man ß', m 8' findet sich 
4ann aus eiü^r 4ler obigen Gleichiuigen sehr leicht* Nun ist aber, 
wenn a' —a unter L80® ist (positiv oder negativ): 

^ = a' -^ a oder = a — ,a'; 

ist a^^a über 180^ (positiv oder negativ), so hat man 

^ = 360*4-a — a'oder =360®4-a'--a. 

Welcher der vier Fälle Statt findet , ist in der Praxis immer 
unschwer zu entscheiden. Dazu dienen folgende Regeln: 

1) Stellt man sich in B und dreht didi in dem Sinne Noid- 
Ost-Sü4-West von der Seite AB gegen BC, so wird, w«aa der so 
durchlaufene Winkel grösser als 180® ist, seja 

^ = a^ — a, oder M = «' — a4- 360®, 
also 

a' = a H- M, oder a' = a + M — 360®, 

wobei der erste Fall gilt, wenn a4-M<360®, der zweite» wenn 
a4-M>360®. 

2) Stellt man sidi in B und drakt sfohin derselben Richtung, 
60 istt wenn der also doroUanfi^ne Viskel ABC kleiner als 180®ist: 
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d.h. 



^=ra — a^od€r|t=:« — a'4-860% 



wobei die erste Formel pU, weaa a — m po9itiV| die zweite, wenn 
u — pL negativ ausfällt. 

Damit jedoch die ganze angegebene Rechnongsweise zulässig 
sey» dt^fen die Längen SS^ nicht gar zu gross ausfoUep. jkieh 
eine Rechnung nach den eigentlichen Formeln der sphärischen Tri- 
goxiometriq wäre dann nicht mehr zulässig» da derEugelh^lbmesser 
nicht derselbe bleibt, wenn die Seiten gar zu gross werden. Doch 
dürfen sie sicherlich eine Jjänge von über 30 Meilen erreichen, ohne 
dass unsere Rechnung einen merklichen Fehler geben wird. In 
anderem Falle müsste man sich damit helfen, dass man bei gar zu 
ausgedehntem Netze mehrere Punkte A (Anfangspunkte, Pole) 
wählte. 

Sollen nun nach obigen Formeb die Polarkoordinaten der Eck- 
punkte berechnet werden, so wird man, wenn die Punkte des Netzes 
durch 1,2,.... bezeichnet werden^ die Seiten A 1 als Seite des 
Dreiecksnetzes, so wie den Winkel 1 AN durch unmittelbare 
Messung kennen, und von den bekannten PolaikoordiMten des 
Punktes 1 nebst dem aus dem Netze ebenfalls bekannten Winkel 
A 1 2 und der SeU« 1 2 die Polarkoordinaten von 2 nebst dem 
Winkel A 2 1 berechnen. Aus den an 2 liegenden Winkeln des 
Netzes, so wie dem Winkel A 2 1 findet ;nan dann leicht den 
Winkel A 2 3 in dem Dreiecke A 2 3, 
und kann dann die Polarkoordinaten 
des Punktes 3 berechnen u. s. w. 

in^ Ein, wenigstens angedeutetes 
Beispiel mag die Sadie erläutern. Seyen 
B, G, D, E, F »nf aufeinander fol- 
grade Punkte des Netzes; S^, S,» • • » 
S5 ihre Entfernungen von A; <q , o,» 
• • . , a, die Azimuthe dieser Entfer- 
nungen m A; zugleich sey aus der 
Messung bekannt: 

hg AB ;= 3-89888M» %BC = 4*0i5&1842, 
%CD = 4-2399134, &yDO= 43784931, 



Fig. 81. 
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%EF=4-4329387, NAB = 67«62'46-78", 
ABC = 165"»9' 1 1-31", BCD = 75«36'3810", 
CDE= 76«27'3610", DEP= 123*3'9-89", 
lofft =6-61627, 20^^ = 6*31442. 

Dreieck ABG. 

AB = S4, AOs=S„ BC = 8t, ABC=ft, ACB=/?/, BAC = f(, 

NAB = «i. 

* = ^' 2^^' g. S, 8in\(ßJ-ii) = (S, -8j(«wJ(^» -J«), 

S, eo9\{ßi' - m) = (Si + sJwnJOJi - 1«). 
Daraus folgt 
A' = 6»2'26-45", /* = 8»48'22-46", %S, =4-2788699, 
M = «,—«,,«,= a, + /i = 66"'41'9-24". 

Dreieck AGD. 

AO=S,,AD = S,, CD = 8,, AGD=A' + BCD = 81»39'4-66" 

= /J,, ADC=A', OAP=/«. 

• - ^^^^^ e . S, «h i OS,' - m) = (S, - 8,) c(w 1 (ft - J e). 

S, CMlO?', - ^) = (S, + 8,)«*il(ft - |c), 
woraus 

ft' = 62« 8' 40-34", II = 46» 12' 18-26", %S, =4-3786585. 

^ = a, — t^, also «,=«,— ft = 20 •28' 50-98". 

Dreieck ADE. 

AD = S„ AE = S», DE = s,, ADE = ft = CDE -f ,' = 

24" 18' 64-76", AED=ft', DAE = m. 

S»co»i(i8,' - /i) = (S, + 8,)«nJ0J, - 1«), 

woraus 

ft ' = 77» 20' 3 1-96 , I« = 78» 20' 36-54", fo^ S» = 4-0021809. 

,« = «,-«. + 360«, «4 = «, - »t + 360«= 360«- 67»51'44-66" 

= 302« 8' 16-44". 
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Dreieck AEP. 

AE = S4, AF = S„ EP = 8», AEF = /J» = DEF-ft' = 
45 »43' 37-93", AFE = ft', EAF = it. 

woraus 

/J4' = 19* 42' 41-75", ^ = 1 14'»34' 42-23", ioy S, t= 4*3289897. 
/t = a, — og, «, — ^ = 187»38' 33-31" = «»,. 

§.32. 

BereohiMug der teobMokligen KoordliMit«a. 

Wenden wir uns nun znr Berechnung rechtwinkliger Eooidina^ 
ten, 80 haben wir wieder dieselbe Aufgabe zu lösen» nämlich aus den 
bekannten Koordinaten des Punktes B die des Punktes C zu finden, 
wenn man BC nebst dem Winkel DBG kennt 

Fig. 82. 




Pit. 8& 
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L Seyen also die KoordiUAten von B;AD^=M/BD = P (wo 
die Bachstaben M and P an Meridian and Perpendikel aaf denselben 
erinnern mögen), die von G:AE=:M + ^M| £C = P + ^, wo 
also JVL^ JP die Aenderongen der Koordinaten sind» wenn man von 
B 2ü C übergeht« Die Linie DE ist =: ^JIAt je nachdem AE > 
oder < AD ist. Die Länge von BC sey s, femer der Winkel, den 
BC mit BD macht, and zwar nach der Westseite von BC gerechnet, 
sey a; der den GB in G mit GE macht, ebenfalls nach der West- 
seite gereclmet, sey /S; den co'stern setzen wir als bekannt voraas. 

Denken wir ans ^ Bögen gröaster Kreise BD , GE nach der 
Ostseite des Meridians AN hin verlängert, bis sie sich in P schnei- 
den (was in der Figar xmt im ersten Falle geschehen ist, in den 
andern angedentet wurde), so erhält man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Bögen PD, PE, DE nnd. DäPD and PE aaf DE senkrecht 
stehen, so ist der Winkel P derselbe, wie der Mittelpunktswinkel, 
der 10 DE gehört (§. 11, 11), and die za PE, PD gehörenden 
Mittelpnnktswinkel sind 90 ^ Betrachten wir nan das sphärisohe 
Dreieck PBC, so sind dessen drei Winkel P, 180*— a, 180'— /J; 
sind p, p^ m, a die den Bögen BD, EG, DE, BG zagehörigen Mittel- 
pnnktswinkel, wo p, p' positiv oder negativ seyn sollen, je nachdem 
BD, GE es sind, so sind die Seiten des Dreiecks: 90*— p, 90®— p', 
aond der Winkel P = m. Bekannt sind darin: 90*— p, a als Seiten, 
180* — a als Winkel; gesacht 90* — p' als Seite, m, 180* — jJ 
als Winkel. Da jedoch hier die Seiten nicht mehr in dem Falle 
des §.23 sind, so wird man aoch nicht mehr nach den dortigen 
Formeln verfahren können. 

n. Man hat nan (§.4): 

<?o«(90* — pO = CO* (90* — p)co*(r-f- «n(90* — p)«n(rX 

CM(180*-a) 
d.h. 

Die Bögen BD, EG, BG werden immer so beschaffen seyn, dass 

(BD\ * 
— j , . . . vernachlässigen kann (§. 23) ; alsdann ist 

aber (erste Abth. §.20), wenn r den Halbmesser der Kugel be- 
deutet: 
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mithin ist die obige Qleicliang : 



d.h. 



^-»(^^*4[-'(7)l['-'(7)'] 

-[■-«©■] 7 D-'G)'] - 

r r 

oder wenn man ebenfalls die darch r* dividirten Gröaien wtg^ 
lässt: / 



n^cosa 



. ,(P+JP)'— P' .yjfi^a , -Pa(P^o*«~B) 
^P=-8(?aÄa + J^^- ^ + i-*7^ + J— ^^-71 ^ 

, 3P»^/PH-3P^'H-^/P' . ,8»<?o«a . 
= — 8<?Ma-h}. ^i hj — j^ 

- PsCPcO««— 8) 

+ f Zi > 



r 
d.h. 

jrp=— seöÄa-f} — ^^ 5 ^-I-J-^' 2 ^ 

+ i ^1 • (a) 

Hieraa8 folgt als erster Näherongswerth von JPi — BCosiXf nnd 
setzt man diesen für JP anf der zveiten Seite , wtts gestattet ist, 
da JP = — seosa bis anf die Glieder mit r' im Nenner genan ist, 
so hat man: 



as« 



jaP = —teo$a — \ 5 HJ ^ » 



d.h. 



9*1 



.^= — »<?o»a — 4(P — }8<?Ma) 5 , (b) 



welche Formel immer eine genügende N&henrag geben wird 

IIL Um ^M zn ' erhalten , bemerken wir, dass in demselbeo 
sphirischen Dreieck der Winkel an P die Grösse JtIL (m) misst; 
nQnbt(§. 14): 

eoto <j#6i (90* — p) — «» (90* — p) <?ö» (180* — a) 
^^°*= •m(180«-«) ' 

tkiaccigm = ccigacosf + nhp «ota, 
oder 

mia 1 . . easp-hsinpeaaaiga 

l^m ^(F '^ "^ tga 

wmnms unmittelbar folgt: 

^ tgo.9ina 

j casf + sinfcosatga 

Femer 9 wenn wir DE kurzweg mit JH bezeichnen , also auf 
das Zeichen nicht achten, nnd wieder Alles weglasse« was r* im 
Nenner hat: 

«np = --J^,* 
also 



1-!;t+7 70-57«) (1-*-J^)w« 
Ah. 



* Manhaft 



ttnm r * r' /IM . JK* 






1 -^ » 



wie dmreh Difidon minuttelbar eifaalten wird. 
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= saina(l +jT''"i~j j-eosa). 



d.h. 

„- . .s' . ,P*.a. aina P.&\eo8asina ,JM.* 
Jti = amna+\-fmna + \ -^ -5 — ■ i— 5-, 

K X X ^ 'X 

woraus als genäherter Werth von JM. sich ergibt': 

setzt man dies für JM. auf die zweite Seite , so erhält man 

,Pls.«ina V .^^ cosasina . s^ . sin a cd8^ a 
/iM = ssma-h \ j j h | '—2 

P.&.sina^^- _ (&€Osay .ssina ,. 
= s 8tna^ j ß P - s<?o*aJ -f J j — ^ , (c) 

welche Formel für die Berechnung bequem ist, da s^na, seosa 
ohnehin berechnet werden müssen. Zur Berechnung des Winkels ß 
hat man in demselben Dreiecke (§. 6) : 

«mCl80«-a):«m(180«-jJ) = «w(90«-pO:«w(90« — p). 

d.h. 

sina cosp' . _ aina cos p 

-:--5 = ,stnß = --. 

, stnß cosp cosp' 

Nun sind eosi^^ cosp' von 1 nicht sehr verschieden, also ist nahe 
sinß = sinur d. h, entweder ß = a oder ß-Vcc= 180**; man sieht 
leicht 9 das Letzteres das Richtige ist, und setzt desshalb: 

ß=:l80'^ — cc + Ja,sinß = sin(a'-'Ja). 

Dann ist 

mnia-Jtt) = — -^ji = m«Ll "ip + i ^ — ^J 

r' 

' =::ßina\\'\ ^ J, 

d.h. 

Dienger, Trigonometrie. / 22 
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9inaco»Ja — easarinJa ^ ^ VJP-\'\JP^ 

€08 Ja — edga.smJa = H ^ . 

Hierans folgt, wie natfirlich, dass Ja selir klein ist; setzt man 
also (erste Ahthlg. §.20): 

€08Ja=-\ — \are^Ja^ mmJa^-arcJa — ...., 

60 hat man 

. --eotffa.areJa — lcare^Ja — ... = ^ , 

worans folgt , dass (vre Ja von der Art derjenigen Grössen ist, die 
r' im Nenner haben, so dass ofre^Ja, .... vernachlässigt werden 
moss, man mithin hat: 

, VJ?'^\J?^ . (JP + \J?)JP.tga 
-^cciga.iureJa^ ^^ > aTeJa-=-'^ — = ^— , 

wo fnr J? blos sein angenäherter Werth — ^co%a vol setzen ist 
worans man nun erhält: 

(P — 4 8 eo% d) s «n a 

arcJa=' — •■ — = , 

r' 

and wenn Ja in Seknnden gesucht wird : 

. (P — i 8 €08 a) s «Vi a ,-. 

^«= — ZT^ ^ (^) 

r 

IV. Stellt man die Formeln (b), (c), (d) zusammen, so hat 
man zu bereehnen: 

8C08a:=Af s^na = B, 
^ = -A-KP-|A)?5*,.AI = B + ^QP-A)l (25) 

Die Grösse JP erhält von selbst das richtige Vorzeichen, so 
dass die Entfernung des Punktes vom Meridian (Ordinate) = 
P+JP ist ; ob aber AE (Abszisse von C) + M H-^/M oder =M— JM 
ist, muss besonders entschieden werden. 

Was den Winkel ß anbelaogt, so wird er dazu dienen, far die 
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nächst folgende Seite des Dreiecksnetzes den Winkel a za bestimmen, 
in einer Weise, die ähnlich der in §.31 ist. Ein Beispiel mag 
genfigen: 

s = 2568Ö16 hess. Klafter, P = - 567448, M = 16053-95, 
= 150*8' 17-027", geographische Breite 49»30'. 

Da ein hessisches Klafter =2-5 metres, so ist logt = 6-80487 
— fo^ 2-5 = 6-40693. 

%8 = 4-4080390 %s = 4-4080390 

log coaa = 9-9381332 (— ) log ein a = 9-6971524 

hgK = 43461722 (-) %B = 41061914 

A= -22190-76, B = 12740-64, 

P - |Ä = 1722-44, iP - A = 19353-62 , P - ^ A = 5420-90; 

logC? - JA) = 3-23613 %P = 3-76392 (-) 

%B* = 8-21038 %B = 410619 

E log 2 = 9-69897 log QP - A) = 4-28676 
E%r* = 7-18614-10 E%r* = 718614-10 

8-33162—10 9-33201 — lO(-) 

Zahl = 0-0214, Zahl = — 02148 , ' 

%A* = 8-69234 
%B = 4-10619 
E%3 = 9-62288 
E%r* = 718614-10 
9-60665-10 

Zahl = 0-3210, 

J? = 22190-76 — 002 = 2219074 , ^/M = 1274064 -- 0215 

4-0-321 = 12740-75,* 



* Dieses Beispiel ist nach den Angaben Fischer*s (höhere Geod&sie III. 
S. 131) aas der Grossh. hessischen Vermessung gewählt; die obigen Resultate 
weichen yon den hessischen jedoch bedeutend ab ; letztere sind AP = 22205*78, 
^M = 12714*49, Es rührt dieser keineswegs unbeträchtliche Unterschied von der 
durch keine Theorie zu rechtfertigenden eigenthümlichen dortigen Annahme yon 
EjTÜmmungshalbmessem her, wonach die drei Seiten eines und desselben sphäri- 
schen Dreiecks im Grunde auf dreierlei Kugeln liegen. 

22* 
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^ = 180«- 150*8' 170*7" 4- 
2I87" = 29»61'46160", 

P 4- .rfP= 17516-26, 
M+i/M=28794T0. 



Fif. 84. 



«%B = 410519 

%(P- JA) = 3-73407 

20^^ = 5-31442 

Efo.^r* = 718614- 10 

log Ja = 0-33982 

^a = 2187^ 

V. Will man die Koordinaten der auf einander folgenden 
Eckpunkte eines Netzes (etwa des in §.31 schon betrachteten) 
berechnen, so wird man von A ausgehen müssen und dort zuerst 

haben : 

p = 0, M = 0, a = 90« + BAN, 

wenn AB östlich von SN, odera=90* 
— BÄN, wenn AB westlich von SN 
liegt ; alsdann findet man die Koordi- 
naten von B; aus dem Winkel /}, den 
^C man gefunden, bestimmt sich f&r BC 
dann leicht a * u» s. w. 

Wir beme^'sn noch, dass wenn 
das zu berechnende Dreiecksnetz sich 
durch mehrere Grade der Breite er- 
strecken sollte, man in den Formeln (25) den Werth von r sich 
ändern lassen kann, gemäss den in §.30 gegebenen Regeln, dass 
aber dann auch die erhaltenen Resultate alle mögliche Schärfe 
haben, so dass sie gerade so erhalten werden, als wenn man sie 
nach andern direkten, auf das Erdellipsoid als solches ^ich be- 
ziehenden Formeln ermittelt hätte. Die absolute Länge der Koor- 
dinaten P ist dabei gleichgiltig, nur muss sie natürlich immer so 




* Da nämlich die sinmidielien um B hemm liegenden Winkel des geodftti- 
tehen Netzes bekannt sind, so wird sich a für BC daraus finden lassen. Denkt 
man sich von B anf SN eine Senkrechte BH gezogen, so ist (für unsere Figur) nach 
den frühem Bestimmangen ABH = |9, wihrend das der Seite BC zugehörige a 
gleich CBH ist. Da aber CBH= CBA-f- ABH, so findet sich dieses a unmittel- 
bar. — Hatte man eben so ^ für BC nun gefanden und voUte a für CD bestimmen, 
so würde ipan Ton C aus die Senkrechte CJ auf SN ziehen, und es wSre BCJ = ß 
(für BC), femer DCJ = a (für DC) und da DCJ =; DCB +BCJ, so kennt man also 
o für CD. ~ Ist DK die Senkrechte von D auf NS, so ist EDK = GDK -^ GDE, 
d. h. a (für DE) = ^ (für CD>- CDE, n. s. w. 
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seyn, dass unsere Aonahme (die Vernachlässigung der durch r* 
dividirten Grössen) nicht Verletzt wird. * ' 

VI. Kennt man die Koordinaten der beiden Punkte B und G, 
so sind also in den Formeln (25) ausser P auch J^ und ^/M be- 
kannt, während s und a als unbekannt anzusehen sind. Diese 
Gleichungen geben nun : ' ' 

hC08a=^ —Ar— i(P-- \%cob(jO 1 , 

s^na =^/M j (JP — SCO««) — f ^ , 

so dass, wenn man zuerst die Glieder mit r* vernachlässigt, man 
näherungsweise 

erhält. Setzt man diese Werthe in die vorhergehenden Gleichungen ^ 
ein, so erhält man : 

8C0«a = - ^— KP + 5^) ^^T^. 

r 



8 8ina=^ JM 2~ (i ^ "^ ^'^^ "~ i — — z > 

woraus s und a sofort sich ergeben. Ja findet sich aus 

JCC= 2-- ^^ 

und ß aus (25). (JM ist blos positiv zu nehmen.) 

Man wird diese Auflösung anwenden , wenn man die Koordi- 
naten zweier (auf einander folgenden) Punkte des Netzes kennt, und 
daraus die eines dritten Punktes bestimmen soll, der mit den zwei 
ersten verbunden ist. Man wird, da jetzt Alles, yfa,i in der vorigen 
Aufgabe verlangt wurde, bekannt ist, geradezu in der angegebenen 
Weise verfahren, d. h. von dem zweiten Punkte (B) aus die Koordi-. 
naten des dritten (G) berechnen, und zwar nach (25), worin s=BC, 
P die Ordinate von B, a aber (für BC) aus dem eben berechneten 
ß gefunden wird. 

Vn. Ausser den Koordinaten werden aus dem Dreiecksnetze auch 
die geographischen Lagen (Breite und Länge) der einzelnen Drei- 
eckspunkte berechnet; auch diese Rechnung kommt^ wenn man will, 
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auf eine Anwendung der sphäxischen Trigonometrie zurück, kann 
jedoch etwas schärfer durch Formeln gefuhrt werden, deren Ent- 
wicklung nicht hieher gehören kann, gelbst aber, wenn man die 
sphärische Trigonometrie anwenden will, mus$ man eine Anzahl 
theoretischer Sätze zuvor nachweisen, deren blose Anführung hier 
doch wohl zu viel Fremdes, nicht Erwiesenes einführen würde. Da 
ohnehin der Gegenstand recht eigentlich dem Gebiete der höhern 
Geodäsie angehört, so müssen wir dorthin verweisen. * 



Siebenter Abschnitt. 

Ueber den Einfiuss fehlerhafter Daten auf die durch 
Bechnung daraus erhaltenen Grössen. 

§. 23. 

^ AofistellaDg der Gnmdfonnelii. 

Im siebenten Abschnitt der ersten Abtheilung haben wir für 
ebene Dreiecke bereits den Einfiuss von fehlerhaften Messungen auf 
die daraus durch Rechnung abgeleiteten Resultate untersucht; 
dasselbe soll nun hier für sphärische Dreiecke geschehen. Im 
Grunde ist die hier und in dem so eben angeführten Abschnitte der 
ersten Abtheilung gelöste Aufgabe die, die (kleinen) Aenderungen 
zu bestimmen, welche die Resultate erleiden, wenn die Daten (ge- 
gebenen Grössen) solche Aenderungen erleiden, und es können eben 
desshalb die erhaltenen Formeln bei allen Aufgaben dieser Art 
angewendet werden. Der hier einzuhaltende Gang soll derselbe 
seyn, wie im betreflfenden Abschnitte der ersten Abtheilung. Wir 
gehen dabei von den Grundformeln (1) aus, nämlich: 

C089, = coahcosQ -f- dnhsinacoaAy 

coah = coa^cosQ-V- «ewa«/wccö«B, ] (a) 

cos c = cos 2kC0sh + sin a sin b cos C , 



* In der bereits oben angeführten Schrift über die ^ Abbildung knunmer 
Oberflftchen auf einander** habe ich von S. 52 an aUe hieher noch gehörigen 
Qanptan^aben gelöst« so dass hier auf dieselbe mag verwiesen werden. 
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ans denen alle übrigen Formeln abgeleitet sind. Man zieht ans 
ihnen y indem man wie in §. 49 der ersten Abtheilnng verfährt, also 

008 (a-f Jsl) = C09VL — ^naorc^a, 

sin (a + ^a) = mia + eos^^arcJsky o. s. w. 

setzt, femer die Produkte arcJbarc/lc n. s. w. vernachlässigt; 

cossk — sinskareJsL = cosh.coac — cosheincarcJe 

— (;0«C92nbar&^/b + ^nb^n€OOtfA— «enb^nc^mAarc^A 
-+- coBh8mcco8KarcJ\} + 8inhco8Qco8AarcJey 

co8b—'8inharcJb=co83kC08C — casAsincarcJc 

--^ coBCBinsLorcJa,-^ 8in9,8ino C08B — 8insL8inc8inBarcJB 
+ €08ai8incca8BarcJak + ainsLCoaccoaBareJCy 

C08C — 8incarcJc = co83,co8h — sin^coahareJai 

— eo8^8inbareJh + ^na^nb^^OdC — «ma^nb^nCarc^^C 
-4- (?{?9a«mb<?o«G<:m;^a -H ^naco^bco^Garo^b, 

d. h. wenn man die Gleichungen (a) beachtet, und, was hier ge- 
stattet ist, statt curcJ^ setzt J^ u. s. w., indem ja beiderseitig blos 
Grössen dieser Art vorkommen : 

einskJa, == coahaincJc + co^cmb^ + sinbaincsinAJA 

— coBhHnccosAJb — sinhcoaccoaAJCy 

8inbJb :='eo89,8m^Jc H- co^cma^aH- «na«£nc^nB^B 

— coBJkmnceoaBJB, — ainsLCoaceoaBJOi 

8incJc = 8inükC08bJdL + ca8Sk8inbJb + «ina^nb^enG^G 

— ca8SL8inbco8CJ3L—8msLC08bco8CJb. 

Beachtet man dip Gleichungen (4) in §. 7 und (3) in §. 6, 
so kann man diese Gleichungen auch schreiben: 

8inaJak=^8inA€08BJc-h8inB,C08CJb'h8insk8inb8inCJAj 
8tnbJb = 8inb€08AJc -h ainbcoaCJsi 4- 8inb8inc8inAJB, 
sincJo = 8inccoaAJb + Wncoo^B^/a + «tnbwncm A^G, 

d, h. 

^a = cobBJc 4- co^C^/b 4- «inbmC^A, \ 

Jb = co8AJc-hco8CJsk-h8mc8inAJBy \ (26) 

^c = cosAJb 4- co^B^a 4- «m a«enB:^C ^ * ) 

welche drei Formeln die nöthigen Beziehungen zwischen den sechs 



* «mbm A = sins^sinB» wegen §• 6, (3). 
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Grössen Js^^ Jh, .,., JC feststellen. Wollte man andere Grand- 
formeln als Ansgangspankt wählen, so erhielte man Resultate, 
welche ans (26) sich sofort ableiten Hessen. Wir haben nun die 
einzelnen Fälle besonders zu untersuchen« 

§. 34. 

Anwendnng anf die einzeliien F&Ue des sphftrischen Dreiecks. 

I. Es sind gegeben a, b, c; gesucht A, B, G (§. 12). Aus (26) 
folgt unmittelbar : 

Jß, — COSBJC — €08 CJb 



JJL:^ 



JB = 



^C = 



sinhsinC 
Jb — cos A Je — cos CJsL 

sine sin A 
Je — cosAJb — cosBJ^ 



sinsisinB 

worin folglich für A, B, G die nach §.12 gefundenen Werthe zu 
setzen sind. Man sieht hieraus, dass, wenn a, b, c gar zu klein 
sind» die Berechnung von A, B, C nach §. 12 nicht anzurathen ist^ 
da alsdann ^ma, mcu. s.w. sehr klein werden, also die Fehler ^A, 
JBf JQ bedeutend ausfallen können. Es kommt dies darauf 
hinaus, den Legen dreschen Satz anzuwenden (§.24), statt der 
Formeln des §. 12. , ' 

II. Gegeben A, B, G; gesucht a, b, c (§. 13). 

Aus (26) hat man jetzt ^a, z/b. Je zu bestimmen. Man bat 
nun zunächst: 

JiX — cosBJe — C06CJh=^sin\}sinCJAy \ 

Jh — cosAJc — cosCJA = 8incsinAJBy \ (a) 

Je — cosAJh — cosBJ^ = sin SLsinhJG. \ 

Man multiplizire die zweite dieser Gleichungen mit cos G und 
addire sie zur ersten, so ist: 

Jsisin^C — (cosB -H cosAcosÜ)Je 

= sinhsinCJA'^sinesinAco8CJBf 
sin^CJa, — sinAsinCcosbJe 

= ^nb^mG^A + sin&sinCcosCJB (§§. 7 u. 6) 
sin CJdk —sinAcoshJe 

= sinhJA -hsins^cos CJB. (b) 
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Eben so miütiplizire man die erste (a) mit cos A, die letzte mit 
^mC mid sabtrahire, so ist: 

{C08A -4- coaBcosOJd — {cosAcoaB 4- coaC^Jc 
= 9in\)8inC €08 AJA — sin^sinBcosCJC, 

einBainCcosskJa, — sinAsinB coscJg 

= smcsinB cosAJA ^ sinsLsinB cosCJC , 

sinCeosskJak — sinAcoscJc 

^sinccosAJA — sinskCOsCJC. - (c) 

Aas (b) nnd (c) ergibt sich nun : 

(8inAco8C —sinAcoshcosak^Jii = (8inheo8Sksincco8A)JA 

•■^•sin^cosCcosaJB+stnaLCOsCJCy 
8inA i€08C — co8SLC08\>) Je =: (ßinhoossk — 8inceo8A)JA 

'^8intLC08SiC08CJB'\-8insLC08GJG, 
8insL8inhco8C8inAJG =:8ina,co8hco8CJA 

+ 8m^eo8dLC08CJB-i-8inskC08CJG (§.7, 4), 
8inb8inAJc = co8h/IA'\-co8aJB'h JCf 
d. man hat: 

JC'hC08B,JB -h eo8hJA 



Jq = 



Jb = 



Ja,= 



sinAsinh 

JB + €08 aJG 4- €08 cJA 

sinGsina, 
Jdk -f- €08cJB 4- co8hJG 



sinBsinc 

Aach hier gilt dieselbe. Bemerkung wie za I. 

III. Gegeben b, c, A; gesacht B, C, a (§. 14). 

Aus (26) sind jetzt Ja^ JB^ JG zu bestimmen. Man hat za 
dem Ende : 

//a = €08GJ^ -f- €08BJc + 8in\)8inGJA, 
cosGJsL 4- 8inc8inAJB =>Jh — cosAJc^ 
cosBJak 4- 8in a,8inBJC = ^c — cosAJh. 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt, wenn man obigen 
Werth von ^a einfuhrt : 

8inc8inAJB = sin^GJb — (cosA 4- eosBcosG^Jc 

— 8inh8inGco8GJAf 
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Mm9,smHJC=^Mm*BJe-'iea8A'heo»B€09C)Jb 

— mhmuCcMBJAs 
d.lL(§.6, 7): 

mm^smCJB = sm*CJb — smBmmCeo92Jc, 

— smhsmCeosCJA^ 

' smsLsmBJC =- sm^BJc — nuBsmCeofzJb 

— nncsmBcoBBJsL; 
mkliiyi ]iat man: 

JsL = cagCJb + eosBJc + smhsmCJA^ 

^n sinC ^ . « . ^ sinhcasG .^ 

JB=^—. — J^ — mBeaigzJc : ^A, 

«ma ^ «Sita 

^^ rinB , • r-x' , ^ «mcco»B ,. 

JC^^—. — Je — nnCcotgzJb : JA 

smsL rata 

Aach hier soll a nicht gar zu klein sejo, oder, was anf dasselbe 
herauskommt, A nicht zu. klein. 

IV. Cregeben a, B, G; gesucht A, b, e (§. 15). 

Jetzt sind Jb^ Je, JA ans (26) zu bestimmen. Es ist: 

cosCJb + eosBJe + sinhsinCJA = Jsl, 
Jb — casAJc = casCJsL + ^ncmi A^B, 
Je — eosAJb = co^B^a + wnsLnnBJC. 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt zunächst: 

sin^AJe = icosAcas C + ca9B)^a -h ^ncm» Aco« A^/B 
-heinSisinBJCj 

sin^ AJb = (cosC ■i-casAcosEyJsL'i-smesinAJB 
-hsinarinBcasAJC, 

d.h. (§§.7,6): 

sin*AJc=^8inAsinCco8hJak-\'9incsinAco8AJB, 
-hrinhsmAJCt 

8in^AJb=^smAsinBco8eJsL-\'8incsinAJB 
'hsinh8mAco8AJC; 

. 8inCco8h . smeco8A ^ 8mh '^ 

Je = r--—JA-] :-T— ^+-7— r^Cj 

8tnA 8inA 8vnA 

8inBco8e . sine _ siahcosA .^ 

//b = — — -z/a + -r-T^H 7— r— ^C. 

8inA 8inA smA 
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Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung, so hat man: 

, , . ^ .. . r, sinBcosccosC sinCcoshcosB^ 

smbstn CJA=Ja, 11 r-r ;--; J 

stnA einA 

j^ r «WC C08 C «nc<?o« AömB , .^ ^ainhcos KcoaQ 
8vaA StnA stnA 

sinhcosB^ 
8inA 

Aber (§.7): 

einA — sinBcosc cosC — sinC cosh cosB ^sinA — sinB eosc X 
[— €08 AcpsB-hsinA sin Brcos c] — cosB [cosc sinB cosA 
-\- cosB «n A] = sinA -+- cosA sinB cosBcosc — 
sinA sin^B cos^c — cos AsinB cosBcosc — cos^BsinA=- 

sin^B sinA — sinA sin^B C08^c=sinAsin^Bsin^c^ 
sinccosC-^sinc co8Aco8B=^sincsinAsmBeo8C9 
sinhcosAcosC-bsinhcosB =^sinbsinAsinGcoshy 
also 

sinhsinCJA = mi^Bsin^ c2ia, — sine sinB cos cJB 

— sinh sin C cos hJC. 

Daraas folgt endlich: 

sinB cos cJsk -I- sin cJB + sinh cos AJG 



Jb=: 



Jc = 



sinA 
sinCcoshJ^ 4- sinccosAJB + sinhJC 



sinA 
JA =^ sine sin BJsk — cos cJB — coshJC» (vgl. III.) 

V. Gegeben a, b« A; gesucht c, B, G (§. 16). 

Für diesen Fall sind JBy JC^ Je aus (26) zu entwickeln. 
Nun ist 

coäB^c = -^a — cmC-^ — «nb«wC^A , 

cosAJe -I- sinesinAJB ^ Jh — cos CJs^, 

Je — sinsksinBJC = cosAJb + cosBJsk. 

Setzt man den Wertb von Je^ wie er aus der ersten Gleichung 
folgt, in die zwei andern, so ist 
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Mnc«inA^B = /fbrtH = — l — JAleosC-^ ^J 

easo cosiS 

0inhsmCcasA 



cosB 



JA, 



smsL9inBJC = Jsk[ — :^ — (!osi] — Jb[ea8A-\ -] 

CM D COS 1> 

cosa 

a.h.(§.7): 

. * ^ sinAmnCcosh ^ sinRsinGcostL . 
nnz9%nAJD = =r dxi — Ja 

COSD cosB 

einhsinCeosA .^ ' 

H 5 JA, 

cosB 

nnA8mBJC = ^^a =; Jb—^ =--JA; 

coßB cosB cosB 

80 dasB jetzt, wenn man die GleichangeQ (3) beachtet: 

. Ja, — coaCJb — sinhsinCJA 
Jqz=. ~ , 

cosB 
JB= tgBcotffhJb — tffBcotgsiJii + tgBeotgAJA, . 

JC=^^Ja,-- -Jb : -JA, 

9m a. sin^cosB gm^cosB 

so dass also B nicht nahe an 90® ausfallen darf, d. ,h. da 

. ^ sinA \ . 
9inB = —. — m,nb, 

es darf nicht nahe 

. ^na=^nbMViA 
seyn. 

VI. Gegeben a, A, B; gesucht b, c, C (§. 17). 

Aus (26) hat man Jb, Je, JG zn bestimmen. Es ist aber 
eosCJh -h cosBJq = .^/a — sinhsinCJA, 
Jb — cosAJc = cosCJa, -H sincsinAJB, 
Je — cosAJb — sinsksinBJC ==■ cosBJsl, 

Die zwei ersten Gleichungen geben: 
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(coaB -h cosAcoaOJb == (eosA + eosBcosOJh ' 
— sinhrinCcosAJA-hsinsisinAcosBJBy 

(eosB -4- co8A€08C)Jo = J&Hn^C — ^fib^nC^A 
— aincsinAcoäCJB, 

d.h,(§.7): 

ainAeinCcoahJb = sinBsinOcoatLJsk ^ sinhsinCooeAJA 

'^'SinB.sinCcoaBJB, 

8inAsinCoo8hJQ = 8in^CJsk--einh8inCJA 

— ein^sinCcosCJB. 
oder 
I Jb = tffhcotffSiJvk — tgheotgAJA 4- tghcotgBJB^ 

^c = .^a ^ — ^A '■ JB, 

\ sinAcosb $inA ainAcosh 

Setzt man diese Werthe in die dritte Gleichang ein» so 
hat man : 

sifh 

ainsiainBJC = Jsk [-t-t r "" ig^^cotgskOosA — cosB'l 

^stnAcoab ^ ^ J 

-bJAf ^-htghcotgAcosA^ 

-+■ -^ r r-T r — ^^ D Cö^aB (?o« AJ. 

. ainAcosD ^ ^ 

Aber es ist 

-r-: r — ^b ^ö^ a cosA — cmB = ~ — r t 

stnAcoah ^ ^ . sinAcosb 

sin b €08 a co« A sin A cosB sin A cos b 
sin a cos b sin A sin A cos b 

sinC cosAcosaisinB cosB sinAcosb 



(§.6) 



sin A cos b sin A cos b sin A cos b 

__ sinC — coshsinBcosA — cosB Icosa, sinBcosC 4- cosh sinC^ 

sinAcosb 
' [§. 7, Formel (6)] 

_ sinC — eosB. sinB cosA ^cossl sinB cosB cosC — cos^B sinC 

sinAcosb 

_ m*B«wC — cos SL sinB [cosA-hcosB cos Cl 
" sinAcosb 
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ginAcosh "" . einAcosb 

sintkmn^Bsinc 



codh 



(§. 6), 



tghcotgAcosA ?— = -?— [co«'A— 1] = —-r — , 

^naco^G , ^ * «na(?o«C-h«wbco/EflrB<Jo«A«mA 

-r— r + fe' b(?o<aB cosA = r-T r 

«»Aco«b ^ ^ amAcoah 

8invLC08C-\-8in9,cosBeösA .r. ^. «na»iwAwnBcö«c ,ß ^.^ 

= 7-1 r (§. o) = ;— T r (9.7> 

- sinAcosh sinAcosb 

__ «29ia«2nB COÄC 

cosh 
Also ist 

//b = ^^bco^^a2/a -^<s^bco<5fA^A4-*^b<?ö/f^B^/B, 

, sinC j sinh .. »insLCoaC ^^ 

. «2nA(?o«b «tnAco^b sinAcoso 

.^ sinBeinc . 1 >* <^08^ _ 

^C;= r — Ja r-'A r-^B- 

C(7«b (?t>db C0«b 

Demnacli darf hier nicht b nahe an 90 ^ d, h. nicht nahe 

ainA=^sina8mB 
seyn. 

Sind einige der gemessenen (oder überhaupt bekannten) Grössen 
als fehlerfrei anzusehen, so ist in obigen Formeln der entsprechende 
Fehler = zn setzen. So z. B. , wenn in einem Dreiecke A ein 
rechter Winkel, also sicher bekannt ist, hat man ^A = a. s. w. 
Es ist offenbar höchst einfach, die diesen Fällen entsprechenden 
Gleichungen aus den obigen abzuleiten , wobei wir uns nicht auf- 
halten wollen. 

§36. 

Anwendmig auf «hüge FftUe der Astronomie. 

Die in §. 34 abgeleiteten Formeln werden zunächst in der- 
selben Weise anzuwenden seyn, wie dies mit den ähnlichen in 
§. 61 der ersten Abiheilnng geschehen ist, worüber wir hier uns 
wohl nicht weiter mehr zu verbreiten haben. Wir wollen dagegen 
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einige Beispiele, die schon mehr dem Kreise der Anwendungen an- 
gehören» hier beifdgen. 

Stelle S einen Stern vor, P den Nord- 
pol, Z das Zenith des Beobachtnngsortes, 
BPA also den Meridian, AB den Horizont, 
so ist ZS=90^ — h die Zenithdistanz des 
Sterns, ZP = 90^~-9 die Zenithdistanz ^ 
des Nordpols, ZPS = s der Stundenwinkel, 
PZS = a das Azimath, PS = ÖO® — Ä die 
Ergänzong (zn 90^) der Sterndeklination. 
Für diese Grössen hat man 

sinh^mnqtsind + coaqicosdcoast 
8tnd=^8ing)8inlL + C08q>C08hcd8a, 

Es sollen nun folgende Fälle betrachtet werden. 

L Seyen h, d, s bekannt,* und zwar sey d, als aus Tafeln 
genommen, fehlerfrei; h, s aber können die Fehler Jh^ Js haben; 
es soll namentlich der Fehler Jq> der ans dem Dreiecke ZPS be- 
rechneten geographischen Breite ermittelt werden. 

Hier treten die Formeln in V. des §. 34 ein. Dort ist nun 
a = 90®~h, b = 90*— ^ A = s, c = 90'^-g),B = «;-^a=— ^, 
-^b = 0, JA = JSf Jc= — Jq>y also : 

— Jh 
— /ig) = 



coscpsinaJs . ^ . . ^ 



cosa ' cosa 

Daraus folgt, dass bei unveränderten Jh, Js der Fehler Jq^ 
möglichst klein seyn wird, wenn a==0 oder 180®, d. h. wenn der 
Stern sich im Meridian befindet. Je kleiner überhaupt a ist, desto 



* \ne man h dnreh Beobachtimg findet, ist klar. Was u anbelangt, so 
geben die astronomischen Tafefai die gerade Aufsteigung des Sterns (Anmer- 
kung zn S* 29, y.). Geht eine Uhr nach Sternzeit^ so zeigt sie Biittag, wenn der 
Frühlingspnnkt durch den Meridian geht; man weiss also aus der Uhrzeit immer 
den Stnndenwinkel des Frühlingspunktes zu finden, und da man den Winkel kennt, 
den der Deklinations- (Standen-) Kreis des Sterns mit dem Deklinationskreis des 
FrOhlingspunkts macht, so ergibt sich daraus ganz leicht der Stund«iwinkel des 
Sterns im Augenblicke der Beobachtung , so dass aus der Uhrzeit der Stunden- 
winkel gefunden werden kann. Der Fehler Js rührt also von der Beobachtung 
der Uhrzeit her, da die gerade Anfeteigung als genau bekannt anzusehen ist. 
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«icherer wird y> erhalten ; ßlr Sterne , die nahe am Pole sich be- 
finden , wird a nie bedeutend werden, daher far Riesen Fall solche 
Sterne sich am besten eignen. 

IL Seyen h, Öy a bekannt and zwar wieder d genau; es soll der 
Fehler in (p bestimmt werden. 

Dieselben Formeln werden abermals zu benützen seyn; nennt 
man den Winkel PSZ (den parallaktischen Winkel) S, so ist: 
a = 90«-Ä, b = 90^-h, A = «, c = 90^-g), B = s, C = S, 
^a = 0, Jb =: -rJhy JA = Juy ^c = — Jq> , 

also 

. coaSJh — coswsinBJa . cosS ^ . 

— . j(p = i y Jof = Jti 4- co8cptg BJa, 

^ C088 €08» ^ ^ 

In der Regel wird Jh > Ja seyn, so dass <p am besten erhalten 
wird, wenn — — nahe = ist, d. h. wenn S fast 90® wird. Dies 

C08S 

ist jedoch nur für Sterne möglich, für die 5 > y ist, da für S = 90* 
(§.11): 

C080 = co8W8ina^ 8ina = 

^ C08 5p 

seyn mnss, so dass €08d<,co8(py d > 9) seyn wird. Ist S = 90 ^ 
so ist (§,11): 

CO88 = ^^(90®— S)cotgi9Q^ — g)) = cotffdtgcp, 

und da d>9), so ist tffd'^tgg)^ also cotg dtffq) < 1, mithin s mög- 
lich. ' Je mehr d sich go nähert, desto mehr geht cotgdtggt gegen 1, 
also s gegen 0, mithin anch tg% gegen 0. 

Daraus folgt, dass man für diesen Fall einen «Stern wählen 
wird, dessen Deklination grösser als die gesuchte Polhöhe , doch 
nicht viel voll ihr verschieden ist, und dass man ihn in dem durch 
die Gleichung # 

C08d 

8tna = 

€08 q> 

(oder wenn S = 90®) bestimmten Äzimuth beobachten wird. Als- 
dann befindet sich der Stern ül^rigens in seiner grössten Aus- 
weichung. 

m. Aus bekanntem ö, 9), h soll der Stunden winke! s» also die 
Stemzeit bestimmt werden. 
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In §. 34, I ist a=:90» — d, b = 90® — y, c = 9Ö®~-h, 

A==a, C = s; z/a = 0, Jb=^ =^^, ^c= —Jh^ ^0=^/8, also 

. — Jh. -h cos aJcp 

Js = -: -. 

cos(psina 

Demoach wird der Stunden winkel am sichersten gefunden, 

wenn « = 90® (d, h. im ersten Vertikalkreis). 

lY. Ans bekanntem d, qp, h soll das Azimath a berechnet 
werden. ' ' * 

In denselben Formeln: a = 90®— 6, b = 90®— g), c — 90®— h, 
A = a, B = S, C=s; ^a = 0; ^b=— ^y, Jc^^Jh, 

JA=^Ja^ also: 

. cos SJh -h cos sJ(p , ' 
Ja = r-: 21^ 

cos (p sin s 

so dass S möglichst nahe an 90®, aber auch s nicht zn klein seyn 

soll. Da fürs = 90® (§.11): 

cosh. , ' , 

stns=^ . sinscos(t)=^cosn, 

costp 

so muss also h möglichst klein seyn. Man wird also Sterne wählen, 

die zwischen Pol und Zenith durch den Meridian gehen , für welche 

immer h<90®, und sie in ihrer grössten Ausweichung beobachten 

(S = 90®). 

Y. Aus bekanntem q>, h» a soll der Stundenwinkel s berechnet 
werden. 

Nach m in §. 34 ist b = 90® - ^, c = 90® - h, A = a, 
a = 90® — ö, ß = S, C = s, Jb = -Jq), Jq= -Jh, JA=^Jay 
^C = ^s; also 

. — sin SJh ■+- sin s sin dJw — cos h cos SJa 

J& = r-^^ . 

cosd 

In der Regel wird Jq)=:0 zu setzen seyn, und Jh überwiegen, 
so dass man am besten verfahren wird, wenn S = oder 180®, d.h. 
wenn der Stern im Meridian beobachtet wird. Dann ist übrigens 
auch s = oder 180®. ö darf jedoch nicht nahe an 90® gehen, 
d. h. Sterne nahe am Pole sind hieza nicht geeignet; nimmt man, 
Sterne, welche nahe am Zenith durch den Meridian gehen, so ist, 
für sie h nahe = 90®, also hat der Fehler in a keinen bedeutenden 
Einfluss. 
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VI. Ans bekanntem 8, d, 9 soll a bestimmt werden. 

In den Formebi III des §.34 ist b = 90" — 5, c = 90» — y, 

A = s, B=:a, = 8, a = 90^— h, Jh = '-Jö, Jc^—J(p, 

JK = J& , Jh = Jay also 

. «nS j^ . / . j cosäcosS . 

Ja = r ^o -f- aznatg hJw , — J%, 

cosn C08JI 

In der Regel ist Jö=-Jq> =■ 0, also blos 

cos S cos (^ 

Ja = z — Js. 

cos 11 

Daraas folgt, dass a am besten erhalten vird, wenn man Sterne 

nahe am Pole wählt, für welche also d nahe an 90^; beobachtet man 

sie im Augenblicke der grössten Ausweichung (S = 90°), so ist 

dies noch um se besser. Immer wird man sich jedoch hüten, 

h nahe an 90° zu wählen. 

§.36. 

Anwendang anf die Aufgaben des §. 29. 

In §.35 haben wir bereits an einigen Beispielen gezeigt, wie 
man vermittelst der Formeln des §. 34 bestimmen kann , unter 
welchen umständen die Beobachtungen anzustellen sind, damit das 
möglich genauste Resultat erhalten werde. Es ist von selbst ver- 
ständlich, dass dieGränzen der Fehler der erhaltenen Werthe durch 
dieselben Formeln gegeben sind. Wir wollen nun noch einige 
Untersuchungen dieser Art in Bezug auf die wichtigen Aufgaben 
des §. 29 anstellen. 

I. Zu I. in §.29. Wir wollen Ö als fehlerfrei ansehen, da- 
gegen h, h' als mit Fehlern J\\ Jh! behaftet betrachten, so dass qp 
und s die Fehler Jq>y Js haben, und t mit dem Fehler Jt behaftet 
ist. Da 

sinh. = sinösin 5p -+- cosöcos q> cos s , 

sin h' = sinösin q> -h cos ö cos (p cos (s — t) , 

so hat man also (erste Abth. §. 52, III, Note): 

cos \lJ\i = sin ö cos g>Jg> — . cos ö sin ip cos sJg) 
-r- cos ö cos ip sin sJs , 

cos h!Jhf ^ sin ö cos tpJtp — cos d sin cp cos (s — t J J^ 
— cos 6 cos g) sin {s — t) (Js — J^i) , 
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wenn man statt arcJh ,...., sogleich ^h .... setzt, was offenbar 
gestattet ist. Hieraus hat man Jcp, z/s zu besüramen. 



Fiff. 86, 




B Ä 




Bezeichnet man die zu den Stundenwinkeln s, s— r gehörigen 
Azimuthe PZS, PZS' (die leicht berechnet werden können) mit «, 
of', so ist (§. 7, Formeln 4) : 

cos (f sin 8 — cös ö sin qp cos s = cos h cos a , 

cos (f sin ö — cos ö sin cp cos (s — t) = cos h' cos a\ 



mithin 

cos h^h = cos h cos aJg) — cos Ö cos (p sin sJs , 
cos h'^h' = cos h' cos a* z/qp — cos Ö cos (p sin s 'Js 
+ cos ö cos qp sin s'Jt , 

wenn s' == s — t. Daraus folgt : 

cos h sin s *Jh — cos h' sin s^h' + cos 6 cos cp sin s sin s '/^r 



Jcp 



cos h cos a sin s' — cos h' cos a' sin s 

\cos h cos h' cos a'Jh — cos h cos h' <?05 or-^h' 
+ cos Ö cos (p sin s' cos h cöä a^t 



cos ö cos (p [sin s' cos h cöä a — sin s (?*« h' cos a'\ ' 

t 

Betrachten wir blos Jcp, da uns die Bestimmung von cp am 
meisten interessirt, so ist (§. 6) : 

cos 8 : sin a = cos'h. : sin s , cö^ 5 : sin a* = cos h' : sin s', 



52ns 



sinacos\i 
cos 8 



, 5272 S 



5/n«'c?05h^ 



also 



cos h CöÄ a sin s' ~ cö5 h' cos a* sin s = 



cos 8 

coslncosh.' 
cos 8 



[sin a' cos a — 



, . -, C0s\iC08\i' ... . 

— ; cos a' sm cc] = — 777"^; — sm C« — a) , 



cosd 



mithin 



23 
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aina' ^ sina ., / sin a sin a' . 

Jcp = . . , ^^ r-r-f — ^^h' + -T-7~; -cosqiJr. 

stn{w — a) stn{a' — a) «n («—-«) 

Daraas folgt offenbar, dass es gut seyn wird, von den zwei 
Aziputhen a, a\ eines nahe an oder 180 ^ das andere nahe an 

' 90® zu wählen» da alsdann sin (a' — a) nahe an 1, and entweder 
sina oder sina! nahe an gehen, also J(p angefahr = Jh 
oder J\\! (im angünstigsten Falle) seyn wird. Daher rührt die 
astronomische Vorschrift, die eine Beobachtung nahe am Meridian, 
die andere nahe am ersten Yertikalkreis zu machen. (Vergl. 

^ Sawitsch: Abriss der praktischen Astronomie a. s.w. ü. S. 361.) 

Für.^s würde man haben: 

I 

- cosa* j, cosa - , . sina' cosa , 

A= . , . r äXi •——. ^^ ^'4- . , , -ät^ 

sin C«' — a) cos y sin {a! — a) cos cp stn (a — a) 

welche Gleichung auf ein ähnliches Resultat fähren würde (a= 90 ^ 
«' = oder 180®). 

IL Zu yjll in §. 29. ö als absolut genau angenommen, erhält 
man aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar: 
= coshsin q)Jh + sinh cos q)dq> — sinhcos (p cosa Jh. 

-*• cos h sin gj cos aJcp — cos h cos tp sin aJa , 
= cos\i! sintpJh! -j- sinVcosipJq) — sinh'cosq> cos (a -f- ei)Jh! 
-^cosh'sin(pcos(a-hSL)Jh--cosh'cos<psin(a'\'sO(^Ja'hJsL)f 
woraus J^ , Ja zu ermitteln sind. Nach §. 7 ist aber 
cos hsin <p — sin h cos q> cos a ~ cos d cos S , 

sinhcosq) — coshsinq>cosa = cosöcoss^ 
cosh'sing) — sinh' cos g) cos ia -♦- a) = cosÖcosS', 

sinh' cos yf — cosh'sing> cos (a -|- a) = cosöcoss'j 
wo wieder S, S' die parallaktischen Winkel sind, die den beiden 
Beobachtungen entsprechen (PSZ , PS'Z). . 

^ Also ist 

0=^cosdcosSJh'{'CosdcossJ(p—coshcos^sinaJa9 

0=cosdcosS'Jh'-\'Cosdcos&'Jif'-cosh'cosq>sinia'hs,) (Ja •+■ ^a), 
oder da (§. 6) : 

cos(psina=^cosdsin&y cosg>sinCa'{'a,')^cosdsinS'i 
= cosSJh -h cossJqi — coshsinSJa (§. 33, Form. 26) , 
= cosS'Jh' -h coss'J(p — cosh'sinS'Ja — cosh''Mn&'Jsk. 
Biemus folgt: 
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J9 = -l ' 



CÖ8 h C08 Yi'sin S sin S^Jsl 



oosh'cosBsinS' — coshcoas'einS 
Aber 

coahsinS = co8g>ainSy cosh'sinB' = coscpsins'f 
also 

cosh* co8S8in&^ — co8h co8s'8inS = co8(p («ns' C08s — - co«s' «ns) 

= C08 qi sin (s' — s) . 
also 

' «in (s' — s) 8tn (s' -— s) 8in (s' — s) 

Die Differenz s^ — s der zwei Stundenwinkel darf mithin nicht 
klein seyn, d. h. die Beobachtungen dürfen nicht rasch auf einander 
folgen; am besten wird man thnn, die eine Beobachtung- nahe am 
Meridian (is oder s' = oder 180®), die andere 6 Stunden froher 
oder später (s oder s^ = 90®) zu machen. 

ni. Zu n in §.29. d, ö' als fehlerfrei angesehen, hat man: 
= co8\i8inQfiJ\i -I- 8inhco8ipJcp — 8inlioo8q>üo8aJh 

— C08 h sin qi cos aJcp — cos h cos (p sin aJa , 
= cos^isin qiJhf + sinh cos qJq — sinhcos q) cosaJh* 

-^ coshsinqiCOsCa^' sk^Jq^—coslicosgisinia+Sk) (^a-f-2/a), 
wenn man annimmt, dass Jh' der Fehler bei der zweiten Höhen- 
beobachtnng sey. Diese Gleichungen sind auch (nach II): 

= cosöcosSJh'hcosdcossJqi—'COslicosq>sinc^a9 

= cosö'cos&^Jhf ■+• co8Ö'cosh*Jq> 

^ coshcosqsinCa-h sl) iJa-\^Jgk)^ 
oder da 

cos q> sin a = cos d sin S , cos q> sin (a + a) = cos Ö* sin S' : 

6:=^cosSJh-hcossJq)'—cosh8inSJaf 

• = cosS'Jh^ -h coss^Jq) — C08hsinS*Ja — coslisinS'JB,^ 

woraus dasselbe Resultat wie in 11 folgt. 

IV. Zu m. in §.29. Man hat aus den dortigen Gleichungen; 
cos YiJh. = cos q> sin ÖJ^ -I- sin q> cos dJd — sin g> cos d cos BJq> 

— cos qi sin d cos sJd — cos qi cosd sin s^/s , 
coshfJbf=co8(p sindJtp -f- sinqi cosdJö — sinq cosd cos(s ^ i)J(p 

— cos (p sind cos (s — t)Jd 

— cos qi cosd sin (s — r) iJs — Ji) , 
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f 

cosh^'Jh^^ — CQ8 cp sin dj(p 4- sin <p cos dJÖ — sinq) cos d cos (s — r') Jq) 

» 

— cos tp sind cos (ß — t')JÖ 

— cosfpcosdsinis — t') {Js — z/t'). 

Da aber [§. 7, Formeln (4)] : 

cos qp sin ö — sin q> cos 8 cos s = cos h cos a , 
sin (f cos 8 — cos qp sin 8 cos s = cos h cos S , 

wo a , S die frühere Bedeutung haben , so hat man : 

cos hJh. =■ cos h cos aJ(p -j- cos hcos SJ8 — cos go cos 8 sin s^/s , 
cos h'/i/h' = cosh^cos a'Jip + c?öä h' cö« S'^/5 

— <?0Ä qp CO« 8 sin s '^s + cos <jp cöä ö *2n s'z/r , 
<JOÄh"^'' = cosh"cosa'*J(p + C08h!*cosS'*J8 

— <?(?« y <7ö« 5 «2w s"^s + cö* qp <?o« (5 «2n s" Jx*, 

oder endlich, da (§.6) 

sin s (70« d = sin ol cos h : 

J\i =1 cos aJif -h cos SJ8 — COS. (p sin aJs , * 

^h' = cosa'Jq) ■+- cosS'JS — - cos(psina'J& 4- cosfpsina'Jt^ 

//h" = 00« a"J(f + 00« S"^(5 — 00« y «2n «"i^/s + cos (p sin a'*Ax\ 

woraus J(p, J8, Js zu bestimmen sind, wobei wir uns jedoch auf 
das erste beschränken wollen. Man erhält: 

[Jh (sin a* cos&^'—sin a" oo« S') -^-Jh! (sin a" cos S— «in acos S'O 
^h" («2waoo«S' — sina'cosS) + sin-cc' cos (pJt (sina co«S" 
— sina^cosS) + cos (f sina!* Jt' (sina^cosS — «znaoö«SO 



Jcp^- 



\cos a (sin er' cos S" -^ sin a" cos S') -I- cos a' («tw a" oo« S — 
sin a cos S") 4- cosa** (sin a cos S' — sin of' cos S) 



Was den Nenner anbelangt, so ist er auch == 

oo«S (sina** cosa*-— cos a** sina*') + oo«S' (sinacosa**-- oosecsina**) 
+ cos S" (sin a* cos a — cos a* sin a) = cos S sin («" — «') 
H- 00« S' ««n (a — a") + cos S" «zw («' — a). 

Daraus folgt, dass man die Beobachtungen nicht so anstellen 
darf, dass alle drei Azimuthdifferenzen a' — a , £»" — «', a"— -a 
klein ausfallen, überhaupt nicht so, dass der Nenner sehr klein wird. 
Die Winkel S', S', S" bleiben immer unter 90®, wenn 8<iip; man 



• Wie aus den Formeln {2Q) in §. 33 nnmittelbar folgt. 
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wird also nicht nahe am Pole liegende" Sterne wählen, da für die- 
selben ohnehin die Azimuthdifferenzen gering sind, vielmehr solche, 
die nicht zwischen Zenith und Pol durch den Meridian gehen, Ist 
'etwa a nahe an 0, a* = 90°, a" = 180^ so ist (für solche Sterne) 
S = 0, S" — und S' < 90^ also dann der Nenner = 2, mithin 
bedeutend genug, so dass man die Beobachtungen derart anordnen 
kann, dass die erste nahe am Meridian, die zweite im ersten Verti- 
kalkreis, und die dritte wieder nahe am Meridian geschieht. Als«- 
dann ist übrigens ungefähr 

sin ä* cos S" — sin a" cos S' = 1 , 

sin a" cos S — sin a cos S" = , 

sinacosS^ — sina^cosS = — 1 , 
also nahezu 

was unsere obige Angabe rechtfertigt. 

Werden nicht alle drei Beobachtungen auf derselben Seite des 
Meridians gemacht, so werden einige der Azimuthe östlich, die 
andern westlich seyn; die Resultate aber bleiben. 

V. Zu IV. in §. 29. Man hat, wenn 

a + a = a', a + a' = a": 

cos ÖJd = cosh sin (pJh + sin h cos g)J(p — sin h cos (p cos a^h 

— cos h sin (p cos aJ(p — cos h cos g> sin aJa , 

cos dJö = cos h' sin tpJh! + sin h' cos ipJtf — sin h' cos ip cos d* Jh! 

— cos h! sin q> cos a*Jq> — cos h' cos q> sin a* {Ja 4- ^a) , 

oosSJd = cosh!* sin (pJW-h sinh!*cosifJ(p — sinhf* cosipcosa" Jh!* 
, — cos\l^* sing) cosa'*J(p — coshf* cos (p sina!* (Ja + JdJ), 

Da aber 

sin (p cos h — cos (p sin h cos a = cos d cos S , 
sinhcosg) — cosYisinipcosa = cosöcoss, 
coshsinu =^cosdsin6f 

sa hat man auch 

i Jd = cos SJh ■+■ cos sJq) — cos q) sin sJa [§. 33 Form (26)] , 
Jd =- cos S'/A' •+■ cos &*Jq) — cos (p sin s'^« — cos qp sm fifJz, , 
M = cos S"-^" -I- cos s" J(p — cos 9 ein %**Ja — cos (p sin s"^/a', 

woraus J^y Jd, Ja zu bestimmen sind. 
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« 

Darch Sabtraktion erhalt man hieraas: 

{co8&' — coa^d ä^ '—CQsq>(ßin&' — «ms) Jof=^ — eosS'Jbf • 

•+- cos SJh + coe(p»ins^JsL, 

(coe s" — cos s) J(p — cos g> (sin s" — sin s) Ja == — cos S''Jbf' 

4- cos SJh H- cos q> sin b'^Jsl^ 
d.h. 

— 2*m J(8'+ s) sin\(%*— h)Jq> — 2co*9ce)Äj(8'4-8)«nJ(8'— s)//a 

= — cos&'JW 4- (?o*Sit/h 4- cosg>sins'Jskf 

— 2*?nLj(8''+s)«wJ(8''--8)-^y-2c(>*9pööÄ|(8''4-8)«ni(8''--8)^a 

= — cosS*'Jh!* -4- {?o*S^ + eosq>sin^"j2J, 

Hieraus folgt: 

J^ \sin \ (s' -*- 8) cos \ (s" 4- 8) — sin \ (s'.' 4- s) cos \ (ß* 4- s)] 

_ JW^ cosS''eos{(ß''^i) ^ JW^ cos^*'cos\i^' + %) _ 
"" 2 «n|(8'— 8) "* 2 ä/wKs"— s)"" 

JbxOS S rgQg^(S^^4-8) CöÄ ^ (8'4- s)! 

2 LmKs'-s) ^ «wK8"+8)J "~ 

^ ^^^y^^'^^^^^^K^^^'j'S) ^ g(?^ y sins'^ cos { (s' 4- 8) ^ 
2«nK8'-8) *"'^ 2«mK8"~s) 

Da aber 

«n|(8'4-s){?o*|(8"4- 8)— «ni(8"4-8)<?ö«J(8'+8) = «w^(8'— ^s'Oi 

Cog^(s^^4^s) cosjis'+s) _ 
^w ^ (s' — s) »ewi(s"— s) ~" 

_ cos I (s" 4- 8) sin Ks" — s) — <?<^« J (s' 4- s) wn ^ (s' — s) < 

sin^Cß* — 8) «n J (s" ~ s) 

_ ^»^n8^^ — ' ^^ns — ^sin&' 4- ^gfns ___ sin%** — sin%' 

"" «en J(8' — 8)«m JCs" — s) "" 2 ww$ (s' — 8)«n^ (8" — s) ' 

_ 2.CQgKs''-4-s'0ggnKs'' — sQ 

■" 2«nKs'-8)«wKs"-s) * 
80 ist 

_ cos\ (s^^ + s) cog S^//V go^ j (s^ 4- s) cos 8''J\i*' 

gQ^ { (ßf' 4- sQ 00^ S^ ^ gpg y gtw 8^ cos \ (%*' 4- s) //a , 
"*" 2«nK8'-8)«wK8"- sl 2«^Cs' - 8)«tnK8"— sO 

<?ö« g) sin s" ööä ^ (s' 4- s) Jb/ 
■" 2 mi (s" - s) «inj (s"— sO ' 
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Hieraus folgt, däss man die Beobachtongen so anordnen mnss, 
dass die Stundenwinkel nicht zu nahe an einander liegen, d. h. also, 
dass man die Beobachtungen nicht schnell nach einander machen 
darf. Da es jetzt gut ist, wenn S (S', S'O nahe an 90° geht, %o 
wird man Sterne nahe am Pol, oder doch solche,, die zwischen Ze- 
nith und Pol durch den Meridian gehen, vorziehen. 

Vt. Zu V. in §. 29. Man hat hier, wenn Ö, ö', Ö" als fehlerfrei 
angesehen werden: 

C08 hJh = $in d cos q)J(p — cos d sin y cos sJg> • 
— cos d cos 9 sin sJs , 

cos hz/h = sin ö' cos (pJap — cos d' sin q> cos &*J(p 

- — cos ö' cos (p sin s'Js — cos d' cos q> sin s'^/r , 

vos h//h = sin ö" cos g)Jg> — cos ö" sin gt cos &"J(p 

— cos ö'* cos g> sin s"//s — cos d" cos y sin &"Jt\ 
d. s. da • 

sind cos ^ — cosö sing) coss ^eoshcosa, cosö sina ==sina cosh: 

Jh. = COS. ccJcp -r- cos g) sin aJs (§. 33) , 

Jh. = cos a^Jg — cos g sin a'Js — cos g sin a'Jt , 

Jh = cos a'*Jg -— cos g sin a'*Js — cos g sin a"Jx', 

• Durch Subtraktion folgt hieraus : 

{cos tt' — cos a) Jg — cos g (sin af — m.n ä) Js = cos g sin a^Jt , 

(cos a" — cos et) Jg — cos tp (sin a" — sin a) Js = cos g sin a!*Jt\ 

d. h. 

'•-2s%n\(^a*'^ctjsin\(ptf'--a)Jgr-^cosgcos\(a*-^ 

:=2C0sgsina'Jt^ 

— 2 ww J («" 4- a) sin{ (ccf'-ct) Jg—2 cos g cos^ (a*'-\rtt) sin\ {a**—a) Js 

= cos g sin cc^^Jt\ 
woraus wie in V folgt: 

. _ cos g sin a' cos^(a^i'+' a) . 
^ "" 2 sin\ (a* — a) sin \ («" — a*) 



cos g sin a" cos \ (a' 4- cc) . ^ 
sin {.(a" — a) sin K^" '^ «') 



28m^ 

Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, d'ass man die Beobach- 
tungen so anordnen muss, dass die Azimuthdifferenzen «' — er, 



1 

I 
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a" — a'^ a'* --a nicht klein ausfallen, wa8 man dadurch erreicht, 
dags m^n Sterne auswählt, welche dieselbe Höhe h in ziemlich von 
einander verschiedenen Azimuthen erreichen. Auf die Zwischenzeit 
der Beobachtungen kommt es nicht an, man wird sie also klein 
Wählen dürfen. Lauter Sterne nahe am Pole sind nicht hiezu ge- 
eignet, da für sie die Azimuthdifferenzen zu klein sind. (Sawitsch, 11, 
S.379.) 

VIL Zu VL in §. 29. d , ö', S** als fehlerfrei vorausgesetzt, 
hat man : 

= cos h sin g)Jh -+■ sin h cos (pJfp — sin h cos (p cos aJh. 
— cos h sin (p cos aJtp — cos h cos g) sin aJa , 

= cos\isin g)Jh •+■ sinh cos (pJ(p — sinhcos (p coß a'J\\ — 

cos h sin (f cos afJ(p — cos h cos (p sin a'Ja ■— cos h cos (p sin a'^a, 

{^ ^=iCos}isin(pJh. + sinh.cos(pJ(p —. sinh. cos (p cos a" Jh. 

cos h sin (p cos a' 'J(p — cos h cos ip sin af^Ja — cos h cos (f sin a''J2L\ 

d* h. da 

cos\iSin(p — sinh.cosq>cosa = cosöcosS, 

sinhcos tp — cos h sin (p cos a = cos d cos s , 

cos h sin a = sin s cos Ö : 

= cos SJh + cos sJq) — sin s cos tpJa (§. 33, Form. 26) , . 

r= cos S'^h + cos ^*J(p — sin%* cos q>Ja — sin s' cos (pJ2L , 

= cosS^'Jh 4- cos^'*J(p — sin^**cosipJa — sin ^'*cosg^Ja\ 

aus welchen Gleichungen //h, Jxp^ Ja zu bestimmen sind. Man 

zieht daraus : 

isin s' {cos S sin s" — cos S" sin s) ^a + sin s^'icos S' sin s 
— cos S sin s') Ja* 
cosSsin(&"—s)-hcosS'siYi{&--&*0 + <^osS*'^ini&*—&) 

Wie in IV schliesst man hieraus, dass die Differenzen 
s"— s', s"— s, s'— s nicht alle drei klein werden dürfen. Für s 
(nahe) = 180°, s' = 90 ^ s" = wäre, wenn kein Stern zwischen 
Zenith und Pol durch de» Meridian geht, S = 0, S' < 90^ S''= 0, 
also der Kenner :=•— 2: 

sin s' {cos S' sin &" — cos S " «m s)= , 

«2wä" (cos S' sin s — cos S sin s') = , 

also .^9) = 0, so dass man also die Beobachtuu^eu so anzuordnen 

hat, dass die erste nahe am Meridian beim »Stundenwinkel 180°, die 
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.anderii für den Stundenwiükel 90°, die letzte wieder nahe am Me- 
ridian für den Stundenwinkel 0° gemaöht wird. Dabei kann der 
erste Stern auch nahe am .Pole liegen, da doch noch S = ist, 
wenn s = 180 ^ 

V 

Vin. Zu Vn. in §.29. ö, ö' als genau vorausgesetzt, folgt 

■ • * 

aus den aufgestellten Gleichungen, ganz wie in I: 

. •'Sina* ., sina ., , sin a sin a^ . 

^ sin (a — a) sinya' — a) sin («' — a) 

Die daraus zu ziehenden Folgerungen sind dieselben wie oben 

unter I. 

IX. Zu IX. in §. 29. d und & als genau vorausgesetzt, erhält 
man wie II : . 

sin s' cos S .. sin s cos S' .. . cos w sin s sin s' . 
^ 52W (s — s) stn (s — s) stn (s' — s) 

woraus abermals dieselben Folgerungen sich (ergeben. 

X. Zu X in §. 29. Man hat, Ö als genau vorausgesetzt: 

sin(pcos^(^&^ -h s) = cos(pcos^C&^ — &)tgd, 
also 

cos (p cos ^ (s' + s) Jq) — sin (p sin ^ (s^ + s) . | (^s' 4- J&) = 

— sin (p cos ^ (s' — s) tg öJ^ — cos (f sin\ (s' -- s) ^^ ö . ^ (^/s' — -^s), 

^y [oö5 y cos ^ (s' + s) + sin (f cos ^ (s' — s) tg <5] 

= \ Js' [sin g) sin ^ (s' 4- s) — cos (p sin § (s' — s) tg d] 
4- ^ ^s [sin (p sin \ (s' 4- s) H- cos cp sin ^ (s' — s) tg 5]. 

Aber (ursprüngliche Gleichung) 

wi N . .. ..y N . cos(ptg8cos^is^—&) 
cosiis' - B)tgd = tgipcos^ds' 4- s), sincp = — ^^^ i ^^s ^ g) ^ 

also 

cos(pco8^is' -h s) -\- sing) COS ^ (&^ — &)tgd — cö« g) (?ö5 ^ (s' + s) 

sin^o) , , , . C05Ks'4-s) 

H ^ C(?^ 4 (s' 4- s) = — ^ , 

cos (p cos (p 

sin ip sin \ (s' 4- s) — cos (p sin { (s' — &)tgd 

__ cos g) tgöcos^Qs^ — s) sin{i&* 4- s) 



=^cosq)tgd 



,,, , — coswsin\{^^*'-^tg8 

cö«|(s'--s)5mt(s'4- s) — cö^Ks' 4- s)5m^(s' — s) 

(?05^(s' 4- s) 

cos(ptg8sin& 

~ coß Ks' + s) ' 
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Eben so: 



8ing>sm{{fi'+ s) + eos^9m\{s' — s) tffd = ^j-f-^ r-. 



SO dass 



— ^ -^9=^ — Tr. r-'s +1 — TT^; r-'s, 

COSg> ^ * C08{ {&' -hB) cos^(s' H- s) 



d. h. 



j , coa^wtgd / . . V ^ . . i ^ \ 



Die Fehler ^s^ ^s rühren von der Zeitbeobachtnng her, beide 
werden gleichen Einflnss haben, wenn s = s': alsdann ist a' = a, 
also da a' + a = 180®, «' = « = 90®, d. h. die Beobachtungen ge- 
schehen im so genannten ersten Vertikalkreise. Jetzt ist 

co8%Jq> = ^eos^ g> tg ö tff s (Js' + Js) 

und die Beobachtungen werden 9) am schärfsten geben, wenn s nahe 
an 0® liegt, was der Fall ist, wenn der Stern nahe am Zenith dorcb 
den ersten Yertikalkreis geht. 

Allerdings würde Jg> schon klein, wenn nnr s and s^ nahe an 
sind; da aber dann nahe s = s', so ist anch nahe a = a\ d. h. 
a = a' = 90®, so dass man wieder auf den ersten Vertikalkreis 
kommt. Man wird also diesen letztem wählen und dann Sterne . 
beobachten, die ihn nahe am Zenith durchschreiten. — Dies ist 
denn auch die astronomische Vorschrift (vergl. Sawitsch a. a. 0. 
LS. 352). 

Wir haben im Vorstehenden jeweils nnr auf den Fehltfr in der Breite Bück- 
sicht genommen, da vir gerade die Bestimmnng derselbe a als nnsere Hanptan^be 
angeselien. In ganz Ähnlicher Weise könnte man natürlich die Fehler in den 
übrigen gesuchten Grössen beachten und Schlüsse anf die nothwendige Anordnung 
der Beobachtungen daraus ziehen , was wir jedoch dem Leser überlassen wollen. 



Onck d«r J. B. MAtnUr'solieii Bnehdnckerel la Stattgart. 
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